2 Построение математической модели

Фирме требуется определить еженедельные затраты времени на производство каждого из трех видов узлов на каждом заводе (управляемые переменные), не превышающие в сумме временные ресурсы каждого завода (ограничения) и обеспечивающие максимальный выпуск изделий (цель). 
Задача состоит в максимизации выпуска изделий, что по существу эквивалентно минимизации дисбаланса, возникающего вследствие некомплектности поставки по одному или нескольким видам узлов.
В данной задаче требуется определить еженедельные затраты времени (в часах) на производство j-го узла на i-том заводе, не превышающие в сумме временные ресурсы i-го завода и обеспечивающие максимальный выпуск изделий.
Пусть xij – недельный фонд времени, выделяемый на заводе i (i=1,2) для производства узлов вида j (j=1,2,3). Тогда объемы производства каждого из трех комплектующих узлов равны:
8x11 + 6x21   (узел 1),
5х12 + 12x22  (узел 2),
10х13 + 4x23  (узел 3).                                                                             (2.1-2.3)
Так как в конечной сборке каждый из комплектующих узлов представлен в одном экземпляре, количество конечных изделий должно быть равно количеству комплектующих узлов, объем производства которых минимален. Поэтому количество конечных изделий можно выразить через число комплектующих узлов следующим образом:
min {(8x11 + 6x21), (5х12 + 12x22), (10х13 + 4x23)}.                                      (2.4)
Условия рассматриваемой задачи устанавливают ограничения только на фонд времени, которым располагает каждый завод i. Таким образом, математическую модель  можно представить в следующем виде:
Z(X) = min {8x11 + 6x21; 5х12 + 12x22; 10х13 + 4x23} → max                    (2.5)
при ограничениях: 
х11 + х12 + х13 ≤ 100 (для первого завода),                                                (2.6)
х21 + х22 + х23 ≤ 80 (для второго завода),                                                  (2.7)
xij ≥ 0, (i = 1,2; j = 1,2,3).
Данная модель не является линейной, но ее можно привести к линейной форме с помощью простого преобразования. Пусть у – количество изделий:
y =  min {8x11 + 6x21; 5х12 + 12x22; 10х13 + 4x23}.                                       (2.8)
Тогда целевая функция запишется как Z(X) = у → max, при ограничениях
8x11 + 6x21  ≥ у,
5х12 + 12x22 ≥ у,
10х13 + 4x23 ≥ у,
у ≥ 0.                                                                                                      (2.9-2.11) 
Можно убедиться в том, что максимизация у будет приводить к равенству этой переменной наименьшей из левых частей трех введенных ограничений, а это как раз и требуется.
Таким образом, окончательно математическую модель можно записать в виде: 
Z(X) = у → max, при ограничениях:
                                                                        (2.12)

4 Решение поставленной задачи
Решим прямую задачу линейного программирования симплексным методом, с использованием симплексной таблицы.
Для удобства решения введем следующие обозначения: 
	Z(X) = у
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Определим максимальное значение целевой функции Z(X) = x7 при следующих условиях-ограничений:
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x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7 ≥ 0
Шаг:1
          Избавимся от неравенств в ограничениях, введя в ограничения 1, 2, 3, 4, 5 неотрицательные балансовые переменные s1, s2, s3, s4, s5.
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x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, s1, s2, s3, s4, s5 ≥ 0

Шаг:2
Ищем в системе ограничений базисные переменные.
Из последней системы ограничений можно выделить базисные переменные s4,s5.
Не все уравнения содержат базисные переменные, это значит, что исходная задача не содержит в себе допустимого базисного решения. Для его нахождения вначале составим и решим вспомогательную задачу. Такое решение еще называют решением с искусственным базисом.
Введем в уравнения 1, 2, 3 искусственные неотрицательные переменные r1, r2, r3 .
Получим следующую систему ограничений,
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x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, s1, s2, s3, s4, s5, r1, r2, r3 ≥ 0

с базисными переменными r1,r2,r3,s4,s5.
	


Целью решения вспомогательной задачи является получение допустимого базисного решения не содержащего искусственных переменных (r1,r2,r3). Для этого сформируем вспомогательную целевую функцию:
	         G =
	
	r1
	+
	r2
	+
	r3


и проведем ее минимизацию в заданной системе ограничений. Если после минимизации функции G ее оптимальное значение будет равно нулю и все искусственные переменные окажутся выведенными из базиса, то полученное базисное решение есть допустимое базисное решение исходной задачи. Если же после минимизации функции G ее оптимальное значение окажется отличным от нуля, значит исходная система ограничений противоречива (область допустимых решений пуста) и исходная задача решения не имеет.
Для решения вспомогательной задачи симплекс-методом выразим функцию G через свободные переменные, для этого:
 - вычтем из функции G уравнение 1 
- вычтем из функции G уравнение 2
- вычтем из функции G уравнение 3 
Функция G примет вид : 
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Теперь можно сформировать начальную симплекс-таблицу.
Шаг:3
Таблица 4.1 – Начальная симплекс-таблица
	БП
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	s1
	s2
	s3
	s4
	s5
	r1
	r2
	r3
	Решение
	Отношение

	r1
	8
	0
	0
	6
	0
	0
	-1
	-1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	--

	r2
	0
	5
	0
	0
	12
	0
	-1
	0
	-1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
		0
	/
	12
	=
	0




	r3
	0
	0
	10
	0
	0
	4
	-1
	0
	0
	-1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	--

	s4
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	100
	--

	s5
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	80
		80
	/
	1
	=
	80




	Z
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	--

	G
	-8
	-5
	-10
	-6
	-12
	-4
	3
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	--






Таблица 4.2 – Итерация 1 
	БП
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	s1
	s2
	s3
	s4
	s5
	r1
	r3
	Решение
	Отношение

	r1
	8
	0
	0
	6
	0
	0
	-1
	-1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	--

	x5
	0
		5

	___

	12



	0
	0
	1
	0
		-1

	___

	12



	0
		-1

	___

	12



	0
	0
	0
	0
	0
	0
	--

	r3
	0
	0
	10
	0
	0
	4
	-1
	0
	0
	-1
	0
	0
	0
	1
	0
		0
	/
	10
	=
	0




	s4
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	100
		100
	/
	1
	=
	100




	s5
	0
		-5

	---

	12



	0
	1
	0
	1
		1

	----

	12



	0
		1

	---

	12



	0
	0
	1
	0
	0
	80
	--

	Z
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	--

	G
	-8
	0
	-10
	-6
	0
	-4
	2
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	--



Таблица 4.3 – Итерация 2  
	БП
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	s1
	s2
	s3
	s4
	s5
	r1
	Решение
	Отношение

	r1
	8
	0
	0
	6
	0
	0
	-1
	-1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
		0
	/
	8
	=
	0




	x5
	0
		5

	---

	12



	0
	0
	1
	0
		-1

	---

	12



	0
		-1

	---

	12



	0
	0
	0
	0
	0
	--

	x3
	0
	0
	1
	0
	0
		2

	---

	5



		-1

	---

	10



	0
	0
		-1

	---

	10



	0
	0
	0
	0
	--

	s4
	1
	1
	0
	0
	0
		-2

	--

	5



		1

	---

	10



	0
	0
		1

	---

	10



	1
	0
	0
	100
		100
	/
	1
	=
	100




	s5
	0
		-5

	---

	12



	0
	1
	0
	1
		1

	---

	12



	0
		1

	---

	12



	0
	0
	1
	0
	80
	--

	Z
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	--

	G
	-8
	0
	0
	-6
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	--


Таблица 4.4 – Итерация 2-a 

	БП
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	s1
	s2
	s3
	s4
	s5
	Решение
	Отношение

	x1
	1
	0
	0
		3

	----

	4



	0
	0
		-1

	---

	8



		-1

	---

	8



	0
	0
	0
	0
	0
	--

	x5
	0
		5

	---

	12



	0
	0
	1
	0
		-1

	---

	12



	0
		-1

	---

	12



	0
	0
	0
	0
	--

	x3
	0
	0
	1
	0
	0
		2

	---

	5



		-1

	---

	10



	0
	0
		-1

	---

	10



	0
	0
	0
	--

	s4
	0
	1
	0
		-3

	--

	4



	0
		-2

	--

	5



		9

	---

	40



		1

	---

	8



	0
		1

	---

	10



	1
	0
	100
		100
	/
	11
	=
		4000

	------

	9







	s5
	0
		-5

	---

	12



	0
	1
	0
	1
		1
	

	---
	

	12
	



	0
		1

	---

	12



	0
	0
	1
	80
		80
	/
	12
	=
	960




	Z
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	--

	G
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	--



          Получено оптимальное решение вспомогательной задачи (найден минимум функции G т.к. в строке целевой функции нет отрицательных коэффициентов). 
Все искусственные переменные вышли из базиса и поэтому мы можем приступить к решению исходной задачи, приняв полученное базисное решение в качестве опорного. 
Строка "G" нам больше не нужна, принятие решения о направляющем столбце, во всех последующих итерациях, будем принимать по строке "Z"





Таблица 4.5 – Итерация 3
	БП
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	s1
	s2
	s3
	s4
	s5
	Решение
	Отношение

	x1
	1
	0
	0
		3

	---

	4



	0
	0
		-1

	---

	8



		-1

	--

	8



	0
	0
	0
	0
	0
	--

	x5
	0
		5

	---

	12



	0
	0
	1
	0
		-1

	---

	12



	0
		-1

	---

	12



	0
	0
	0
	0
	--

	x3
	0
	0
	1
	0
	0
		2

	---

	5



		-1

	---

	10



	0
	0
		-1

	---

	10



	0
	0
	0
	--

	s4
	0
	1
	0
		-3

	--

	4



	0
		-2

	--

	5



		9

	---

	40



		1

	---

	8



	0
		1

	---

	10



	1
	0
	100
		100
	/
		9

	---

	40



	=
		4000

	------

	9







	s5
	0
		-5

	---

	12



	0
	1
	0
	1
		1

	---

	12



	0
		1

	---

	12



	0
	0
	1
	80
		80
	/
		1

	---

	12



	=
	960




	Z
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	--


Таблица 4.6 – Итерация 4
	БП
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	s1
	s2
	s3
	s4
	s5
	Решение
	Отношение

	x1
	1
		5

	-

	9



	0
		1

	-

	3



	0
		-2

	--

	9



	0
		-1

	---

	18



	0
		1

	---

	18



		5

	-

	9



	0
		500

	----

	9



			500

	----

	9



	/
		1

	--

	3



	=
		500

	----

	3







	x5
	0
		85

	----

	108



	0
		-5

	----

	18



	1
		-4

	---

	27



	0
		5

	----

	108



		-1

	---

	12



		1

	---

	27



		10

	---

	27



	0
		1000

	------

	27



	--

	x3
	0
		4

	--

	9



	1
		-1

	--

	3



	0
		2

	--

	9



	0
		1

	---

	18



	0
		-1

	---

	18



		4

	--

	9



	0
		400

	-----

	9



	--

	x7
	0
		40

	---

	9



	0
		-10

	----

	3



	0
		-16

	----

	9



	1
		5

	--

	9



	0
		4

	--

	9



		40

	---

	9



	0
		4000

	------

	9



	--

	s5
	0
		-85

	----

	108



	0
		23

	---

	18



	0
		31

	---

	27



	0
		-5

	----

	108



		1

	---

	12



		-1

	---

	27



		-10

	----

	27



	1
		1160

	------

	27



			1160

	------

	27



	/
		23

	---

	18



	=
		2320

	------

	69







	Z
	0
		-40

	----

	9



	0
		10

	---

	3



	0
		16

	---

	9



	0
		-5

	---

	9



	0
		-4

	---

	9



		-40

	----

	9



	0
		-4000

	-------

	9



	--


Таблица 4.7 – Итерация 5 
	БП
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	s1
	s2
	s3
	s4
	s5
	Решение
	Отношение

	x1
	1
		35

	---

	46



	0
	0
	0
		-12

	----

	23



	0
		-1

	---

	23



		-1

	---

	46



		3

	---

	46



		15

	---

	23



		-6

	---

	23



		1020

	------

	23



	--

	x5
	0
		85

	-----

	138



	0
	0
	1
		7

	---

	69



	0
		5

	-----

	138



		-3

	---

	46



		2

	---

	69



		20

	---

	69



		5

	---

	23



		3200

	------

	69



	--

	x3
	0
		11

	---

	46



	1
	0
	0
		12

	---

	23



	0
		1

	---

	23



		1

	---

	46



		-3

	---

	46



		8

	---

	23



		6

	---

	23



		1280

	------

	23



	--

	x7
	0
		55

	---

	23



	0
	0
	0
		28

	---

	23



	1
		10

	---

	23



		5

	---

	23



		8

	---

	23



		80

	---

	23



		60

	---

	23



		12800

	--------

	23



	--

	x4
	0
		-85

	-----

	138



	0
	1
	0
		62

	---

	69



	0
		-5

	-----

	138



		3

	---

	46



		-2

	---

	69



		-20

	----

	69



		18

	---

	23



		2320

	------

	69



	--

	Z
	0
		-55

	----

	23



	0
	0
	0
		-28

	----

	23



	0
		-10

	----

	23



		-5

	---

	23



		-8

	---

	23



		-80

	----

	23



		-60

	----

	23



		-12800

	---------

	23



	--



Достигнуто оптимальное решение, т.к. в строке целевой функции нет положительных коэффициентов.
Ответ:
Оптимальное значение функции Z(x) = 556,52 достигается в точке с координатами:
	х1 = 44, 35

	х2 = 0

	х3 = 55,65

	х4 = 33,62

	х5 = 46,38

	х6 = 0


  s1 = 0, s2 = 0, s3 = 0, s4 = 0, s5 = 0.
Вывод: Таким образом максимальный выпуск изделий составляет 556 ед., при соответствующих еженедельных затратах времени на производство каждого из трех видов узлов на каждом заводе, при этом затраты времени на производство узла 2 первым заводом составят 0 часов (при производительности 5 у/ч), аналогично по узлу 3 второго завода (при производительности 4 у/ч). 
Следовательно, чтобы минимизировать дисбаланс при заданных условиях производительности и ограничениях по максимальному недельному фонду времени заводов фирма должна отказаться от производства узлов 2 на первом заводе и узлов 3 на втором, для обеспечения максимального выпуска в 556 единиц изделий.
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