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[bookmark: _GoBack]Задача № 1.

Построить эмпирическое распределение полученных результатов измерений и проверить гипотезу о нормальном законе распределения данных случайных величин по критерию  - квадрат и Колмогорова при уровне значимости  = 0,05.

Решение:

Расположим значения статистического показателя по возрастанию столбцами по 10 значений:
	0,08
	0,42
	0,84
	1,32
	1,67

	0,1
	0,45
	0,91
	1,33
	1,71

	0,13
	0,48
	0,93
	1,35
	1,74

	0,15
	0,57
	0,96
	1,37
	1,76

	0,19
	0,68
	0,97
	1,38
	1,86

	0,23
	0,7
	1,01
	1,45
	1,88

	0,24
	0,71
	1,1
	1,47
	1,89

	0,26
	0,72
	1,12
	1,52
	1,91

	0,29
	0,74
	1,16
	1,54
	1,96

	0,39
	0,81
	1,28
	1,55
	2



Размах варьирования

Длина интервала:

За начало первого интервала примем

Границы интервалов   покажем в таблице:
	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	
	0,077
	0,352
	0,627
	0,902
	1,177
	1,452
	1,727
	2,002



Построим интервальный вариационный ряд и вычислим его характеристики:
	Интервал
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	Середина интервала  
	0,2145
	0,4895
	0,7645
	1,0395
	1,3145
	1,5895
	1,8645

	Частота 
	9
	5
	7
	8
	7
	6
	8

	Относительная частота

	0,18
	0,1
	0,14
	0,16
	0,14
	0,12
	0,16

	Накопленные отн. частоты

	0,18
	0,28
	0,42
	0,58
	0,72
	0,84
	1



Вычислим выборочное среднее и дисперсию, предварительно составив таблицу:
	
	0,2145
	0,4895
	0,7645
	1,0395
	1,3145
	1,5895
	1,8645
	Сумма

	
	0,18
	0,1
	0,14
	0,16
	0,14
	0,12
	0,16
	1

	
	0,03861
	0,04895
	0,10703
	0,1663
	0,18403
	0,19074
	0,29832
	1,034

	
	0,008282
	0,02396
	0,081824
	0,1729
	0,24191
	0,30318
	0,55622
	1,3883



Находим выборочное среднее:

;
Несмещённая выборочная дисперсия определяется по формуле:


Несмещённое среднее квадратическое отклонение:

.
Проверим гипотезу о нормальном распределении. Вычислим статистику критерия Пирсона (критерий «хи-квадрат»):

,



где, n=50 – размер выборки,  , где  - интегральная функция Лапласа ().
Сведём вычисления в таблицу, крайние интервалы продлим в обе стороны:
	№
	Интер-
валы


	
 
	
 
	
 
	
 
	

	


	1
	0,077
	0,352
	-1,61938
	-1,15404
	0,071559
	3,577945
	9
	8,21664

	2
	0,352
	0,627
	-1,15404
	-0,6887
	0,121264
	6,063189
	5
	0,186432

	3
	0,627
	0,902
	-0,6887
	-0,22336
	0,166121
	8,306061
	7
	0,205367

	4
	0,902
	1,177
	-0,22336
	0,241976
	0,183974
	9,198713
	8
	0,156208

	5
	1,177
	1,452
	0,241976
	0,707316
	0,164714
	8,235704
	7
	0,185408

	6
	1,452
	1,727
	0,707316
	1,172655
	0,119218
	5,960903
	6
	0,000256

	7
	1,727
	2,002
	1,172655
	1,637995
	0,069756
	3,487782
	8
	5,837553

	Сумма

	
	
	
	14,788




Область принятия нулевой гипотезы описывается следующим неравенством:

,






 где  - квантиль -распределения, определяемая из таблицы по заданной доверительной вероятности  (=0.05 – уровень значимости) числу степеней свободы  (m – количество интервалов разбиения, r – число вычисляемых по выборке параметров распределения, т.е. в данном случае два параметра: математическое ожидание и СКО). Таким образом .


Поскольку неравенство  неверное, то нулевая гипотеза о нормальном распределении отвергается на уровне значимости  = 0.05.
Критерий Колмогорова.
Выдвинем следующие гипотезы:

Будем считать выборку большой, случайной, однородной и независимой, а случайную величину Х – непрерывной.
Рассчитаем выборочную критериальную статистику .
Внесем в таблицу  значения эмпирической функции распределения ) для каждого члена вариационного ряда , i = 1,…N
Нормируем случайную величину X – для каждого  вычислим  = 
Для каждого  вычислим разность между эмпирической и теоретической функциями распределения.

Результаты внесем в таблицу:
	i
	
	
	F(
	
	i
	
	
	F(
	

	1
	0,08
	0,02
	0,05323
	0,03323
	26
	1,01
	0,52
	0,4838
	0,0362

	2
	0,1
	0,04
	0,057
	0,017
	27
	1,1
	0,54
	0,54446
	0,00446

	3
	0,13
	0,06
	0,06305
	0,00305
	28
	1,12
	0,56
	0,55785
	0,00215

	4
	0,15
	0,08
	0,06735
	0,01265
	29
	1,16
	0,58
	0,58442
	0,00442

	5
	0,19
	0,1
	0,07662
	0,02338
	30
	1,28
	0,6
	0,66139
	0,06139

	6
	0,23
	0,12
	0,08684
	0,03316
	31
	1,32
	0,62
	0,68579
	0,06579

	7
	0,24
	0,14
	0,08955
	0,05045
	32
	1,33
	0,64
	0,69177
	0,05177

	8
	0,26
	0,16
	0,09515
	0,06485
	33
	1,35
	0,66
	0,70358
	0,04358

	9
	0,29
	0,18
	0,10402
	0,07598
	34
	1,37
	0,68
	0,71517
	0,03517

	10
	0,39
	0,2
	0,13791
	0,06209
	35
	1,38
	0,7
	0,72089
	0,02089

	11
	0,42
	0,22
	0,14941
	0,07059
	36
	1,45
	0,72
	0,75926
	0,03926

	12
	0,45
	0,24
	0,16152
	0,07848
	37
	1,47
	0,74
	0,76967
	0,02967

	13
	0,48
	0,26
	0,17426
	0,08574
	38
	1,52
	0,76
	0,79457
	0,03457

	14
	0,57
	0,28
	0,21618
	0,06382
	39
	1,54
	0,78
	0,80406
	0,02406

	15
	0,68
	0,3
	0,27458
	0,02542
	40
	1,55
	0,8
	0,80871
	0,00871

	16
	0,7
	0,32
	0,28598
	0,03402
	41
	1,67
	0,82
	0,85908
	0,03908

	17
	0,71
	0,34
	0,29176
	0,04824
	42
	1,71
	0,84
	0,87367
	0,03367

	18
	0,72
	0,36
	0,29759
	0,06241
	43
	1,74
	0,86
	0,88389
	0,02389

	19
	0,74
	0,38
	0,30942
	0,07058
	44
	1,76
	0,88
	0,89037
	0,01037

	20
	0,81
	0,4
	0,35233
	0,04767
	45
	1,86
	0,9
	0,9189
	0,0189

	21
	0,84
	0,42
	0,37135
	0,04865
	46
	1,88
	0,92
	0,92386
	0,00386

	22
	0,91
	0,44
	0,4169
	0,0231
	47
	1,89
	0,94
	0,92626
	0,01374

	23
	0,93
	0,46
	0,43015
	0,02985
	48
	1,91
	0,96
	0,93087
	0,02913

	24
	0,96
	0,48
	0,45018
	0,02982
	49
	1,96
	0,98
	0,94143
	0,03857

	25
	0,97
	0,5
	0,45688
	0,04312
	50
	2
	1
	0,94893
	0,05107



 = 0,08574
Вычислим выборочную критериальную статистику:
 =  = * = 0,606
5) Найдем критическое значение критерия:
 =  =, где
 – правосторонний квантиль Колмогорова
По таблице [Герасимович, Матвеева. Математическая статистика, стр. 197] найдем правосторонние квантили распределения Колмогорова для уровня значимости  = 0,05
 = 1,358
0,606 <  1,358 
 <   
Нет оснований отвергнуть гипотезу  о нормальном распределении выборки.

Задача № 2.

В результате измерений случайной величины X получен ряд ее значений. Проверить, являются ли результаты измерений зависимыми или независимыми с использованием критерия серий и тренда на уровне значимости α = 0,05.
	7,75
	3,47
	4,42
	7,04
	6,33
	7,45
	7,86
	2,06
	8,33
	4,55

	0,43
	1,71
	5,17
	5,62
	0,35
	0,29
	6,73
	6,95
	1,19
	8,7



Решение:


1. Данные располагаем по возрастанию:
	0,29
	0,35
	0,43
	1,19
	1,71
	2,06
	3,47
	4,42
	4,55
	5,17

	5,62
	6,33
	6,73
	6,95
	7,04
	7,45
	7,75
	7,86
	8,33
	8,7


2. Находим выборочную медиану (если число измерений нечетно, то медиана есть средняя по номеру из них; если четно, то средних результатов два и медиана равна их полу сумме).


3. Последовательность результатов имеет вид:

	+
	-
	-
	+
	+
	+
	+
	-
	+
	-
	-
	-
	-
	+
	-
	-
	+
	+
	-
	+

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	1
	2
	3
	4    5
	6
	     7
	
	8
	
	9
	10
	11


Имеем r = 11 серий, n = 20.

4. По таблице (приложение 3) находим 
 
  rn , 1-α/2   = r20; 0,975  = 6;  rn , α/2 = r20;0,025 = 15.
Гипотеза о независимости результатов принимается, т.к. 6<11<15.
Определим число случаев, когда xi>xj при i<j   ( i = 1,2,3...    n-1) ( j = i+1, i+2, …, n).

	I1
	I2
	I3
	I4
	I5
	I6
	I7
	I8
	I9
	I10

	16
	6
	6
	12
	9
	11
	11
	5
	10
	5



	I11
	I12
	I13
	I14
	I15
	I16
	I17
	I18
	I19
	

	2
	3
	3
	3
	1
	0
	1
	1
	0
	



Общее число инверсий I1+I2+..+I19 =105
Для  распределения инверсий существуют таблицы подсчитанных значений границ, отделяющих критическую область от области принятия гипотезы для составляющих уровней значимости.


Гипотеза принимается на уровне значимости  = 0,05, т.к. 64 < 105 < 125.


Задача № 3.
Случайная величина Х подчинена нормальному закону распределения. Проверить с помощью критерия Смирнова и правила трёх сигм, имеется в данной выборке промах на уровне значимости α=0,05.

	0,63
	0,57
	0,45
	0,77
	0,1
	0,43
	0,11
	0,21
	0,29
	0,96

	0,61
	0,46
	0,27
	0,65
	0,12
	1,71
	0,79
	0,72
	0,02
	0,5



Решение:

1. Располагаем результаты по возрастанию
	0,02
	0,1
	0,11
	0,12
	0,21
	0,27
	0,29
	0,43
	0,45
	0,46

	0,5
	0,57
	0,61
	0,63
	0,65
	0,72
	0,77
	0,79
	0,96
	1,71



2. Находим математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение


     ; 
3. Находим максимальное относительное отклонение



 ; 


4. По таблице для уровня значимости α=0,05 и n=20 находим τn,α=2,62, т.к. 

τn1< τn,α и τn3< τn,α, но τn2 > τn,α  значение Х=0,02 принадлежат выборке, а значение Х=1,71 не принадлежит выборке. Данная выборка имеет один промах.



Задача № 4.
Определить доверительный интервал математического ожидания – mx и дисперсии Dx измеренных значений величины Х при условии, что закон распределения этой величины нормальный и при заданном уровне значимости α = 0,1.
	0,95
	0,6
	0,19
	0,3
	0,49
	0,41
	0,92
	0,94
	1,07

	0,33
	0,72
	1,74
	0,54
	0,31
	0,36
	0,46
	0,62
	1,27



Находим выборочное среднее:

;
Несмещённая выборочная дисперсия определяется по формуле:


Несмещённое среднее квадратическое отклонение:

.


1. Найдем интервальные оценки выборочного среднего  и дисперсии . Из таблиц найдем квантиль распределения Стьюдента для заданной доверительной вероятности 0.95 (уровень значимости α = 0.05) и числу степеней свободы : . Предельная погрешность интервальной оценки математического ожидания:

.
Искомый доверительный интервал, накрывающий среднее значение случайной величины с заданной доверительной вероятностью P=0.95, равен 





.





2. Для определения доверительного интервала, накрывающего неизвестное среднее квадратическое отклонение  с доверительной вероятностью 0.95 (уровень значимости α = 0.05) найдем квантили -распределения  и  с числом степеней свободы :


= 32.85, =8.91
Доверительный интервал для дисперсии  определяется следующим образом:


Искомый доверительный интервал равен 



.

Задача № 5.
Случайные величины X1 и X2 подчинены нормальному закону распределения. Определить, принадлежат ли выборочные дисперсии Dx1 и Dx2 к одной и той же генеральной дисперсии и равенство математических ожиданий Mx1 и Mx2 на уровне значимости α = 0,02.
	Х1
	2,11
	6,29
	0,96
	6,64
	1,76
	0,03
	8,09

	Х2
	1,5
	7,13
	2,33
	8,88
	7,08
	7,37
	



Решение: 
Находим выборочные средние:


;
Несмещённые выборочные дисперсии определяется по формуле:


; 
Проверим гипотезу о равенстве системных дисперсии по критерию Фишера:



Данная величина имеет распределение Фишера со степенями свободы  и   находим квантиль для уровня значимости 0,02 


Поскольку , то гипотеза о равенстве двух дисперсий принимается на уровне значимости 0.02.
В качестве критерия проверки нулевой гипотезы о равенстве двух средних принимаем случайную величину





Данная величина имеет распределение Стьюдента со степенью свободы , поэтому по таблице находим квантиль .

Поскольку , то принимаем нулевую гипотезу о равенстве двух средних  на уровне значимости 0.02.
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