Задание 1

По заданному варианту, который соответствует схеме звена найти:
· передаточную функцию звена;
· написать дифференциальное уравнение и решить его;
· построить переходную характеристику звена;
· написать математическое выражение для амплитудно-частотной и фазово-частотной характеристик и построить их. Уравнение частотных характеристик вначале привести в буквенном виде, а затем подставить численные значения;
· написать математическое выражение для вещественной и мнимой частотных характеристик звена. Построить амплитудно-фазовую характеристику звена;
- построить амплитудно-частотную характеристику звена в логарифмическом масштабе;
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Рисунок 1- Схема исследуемого звена.
Исходные данные R1 = 680 кОм; R2  = 91 кОм;  С1 = 91 мкф; Uвх = 2,5 В.

Для цепи с операционным усилителем (рис. 1).

			(1)


Сопротивление цепи обратной связи, записанное в операторной форме имеет вид:

а Zвх (р) = R2. Следовательно:

			(2)

Здесь К =  = 7.47 – коэффициент передачи; T = R1C1 = 61.88c - постоянная времени.

Таким образом, по (2) можно сделать вывод, что звено (рис. 1) является пропорциональным инерционным звеном первого порядка.
Дифференциальное уравнение по передаточной функции записывается следующим образом из (2) следует

(Т ∙р + 1) ∙ Uвых (р) = К∙Uвх (р)

Т∙р ∙Uвых (р) + Uвых (р) = К∙Uвх (р).

Переходя от изображений U(р) к оригиналам и подставляя р = , получим
 		(3)

Данное уравнение является линейным (коэффициенты К и Т не зависят от самой функции), неоднородным (правая часть уравнения не равна нулю) дифференциальным уравнением первого порядка.
Уравнение (3) можно решить методом разделения переменных Uвых и t, однако, целесообразно решить его классическим методом, так как этим методом решаются уравнения и более высокого порядка.
Так как уравнение (3) неоднородное, то его решение есть сумма двух решений:
Uвых = Uвых 1 + Uвых 2					(4)

Здесь Uвых 1 – частное решение неоднородного уравнения (3), т.е. уравнения с правой частью; Uвых 2 – общее решение однородного уравнения (правая часть приравнивается к нулю).
Первое решение Uвых 1 находится следующим образом: при Uвх = сопst (статический режим) Uвых 1  также не будет изменяться, так как звено устойчивое.
При   = 0 из (3) следует
Uвых 1 	= 					(5)

Для нахождения Uвых 2   нужно решить уравнение

 				(6)

Решение уравнения (6) отыскивается в следующем виде

Uвых 2 = A ∙ e pt,

где А – постоянная, находится из начальных условий; 
р – корень характеристического уравнения; 
Uвых 2 – характеризует поведение звена в динамике, а Uвых1   – в статике.
Характеристическое уравнение для (6)

Т∙p + 1 = 0
Следовательно р = 
Таким образом,
Uвых = Uвых 1 + Uвых 2  =  + A ∙ e –t/ T			(7)

Начальные условия: при t = 0 на вход звена подается напряжение Uвх, но звено инерционное, следовательно в этот момент времени Uвых = 0.
Подставляя в (2.7) t = 0 и Uвых  = 0, получим
А = - К ∙Uвх
Окончательное решение уравнения (3)
Uвых = K Uвх 				(8)
Uвых = 9 * 7.47
Переходная характеристика интегрально-пропорционального звена первого порядка показана на рис. 2. Математически эта кривая описывается формулой (8), т.е. показательной функцией, которая называется экспонентой.
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Рисунок 2 – Переходная характеристика исследуемого звена.

Величина Т называется постоянной времени и имеет размерность времени (с). Если в формулу (8) подставить t = Т = 61,88с, то получим

Uвых = 67,23 (l - e-1) = 25 (1 -   ) = 0,63 ∙ 67,23 = 42,355 В.

Таким образом, за время, равное постоянной времени, выходной сигнал изменяется на 63 % от максимального приращения.

При t = 2T = 123,76с  U вых = 58,13 В.
ри t = ∞  Uвых   67,23 В.

Показательная функция (экспонента) имеет особо важное значение в теории управления, и не только в теории управления, но и при математическом описании самых разнообразных процессов в технике и в природе.

4. Если на вход линейного звена подан синусоидальный сигнал, то выходной сигнал будет изменяться так же по гармоническому закону. При заданной частоте ω=2πf и амплитуде входного сигнала Um вх, амплитуда выходного сигнала Um вых может быть найдена по амплитудной частотной характеристике звена А(ω), сдвиг фаз между выходным и входным сигналами определяется по фазовой частотной характеристике звена φ(ω).
Порядок построения частотных характеристик следующий.
В операторную передаточную функцию звена (2) нужно подставить p=jω

[bookmark: bookmark9]W(jω) = 						(9)

Поучили частотную передаточную функцию.
Модуль (9) - это амплитудная частотная характеристика (АЧХ) звена, т.е. зависимость отношения амплитуд выходного и входного сигналов от частоты
A(ω) = 
Аргумент частотной передаточной функции (9) – это фазовая частотная характеристика (ФЧХ) звена, т.е. зависимость разности фаз выходного и входного сигналов от частоты

φ(ω) = arg W (jω)

Для звена (9), учитывая, что модуль дроби равен модулю числителя поделенному на модуль знаменателя, получим:

[bookmark: bookmark10]A(ω) = 					(10)

Аргумент дроби (9) равен аргументу числителя минус аргумент знаменателя
φ(ω) = 0 - arctg ωT = - arctg 61.88ω		(11)

На рис. 3 приведена АЧХ пропорционального звена первого порядка, построенная по (10), а на рис. 3 ФЧХ этого звена построенная по (11).

Вместо двух частотных характеристик АЧХ и ФЧХ, можно построить одну амплитудно-фазовую. Эту характеристику можно построить в полярной системе координат, если откладывать угол φ(ω) и на этом направлении откладывать вектор длиной А(ω). Соединив концы векторов, получим амплитудно-фазовую характеристику.
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Рисунок 3 – АЧХ исследуемого звена

[image: ]
Рисунок 3 – ФЧХ исследуемого звена

Однако, чаще амплитудно-фазовая характеристика строится на комплексной плоскости по вещественной и мнимой составляющим частотной передаточной функции.
Для того чтобы в (9) выделить вещественную и мнимую части, нужно освободиться от мнимости в знаменателе, умножением числителя и знаменателя на сопряженный комплекс:

W(jω) = ,

где U(ω) = 	   – вещественная часть		(12)

V(ω) =   	    – мнимая часть			(13)

Расчеты по формулам (12) и (13) сведены в таблицу 2.

Таблица 2 – Значения U(ω), V(ω)
	ω
	U(ω)
	V(ω)

	0
	7,5
	0

	0,2
	0,4
	- 0,6

	0,4
	0,012
	- 7,16

	0.6
	0,005
	- 0,2

	0,8
	0,003
	- 0,125

	1,0
	0,002
	- 0,12

	2,0
	0,0005
	- 0,06

	∞
	0
	0



На рис. 4 приведена амплитудно-фазовая характеристика пропорционального звена первого порядка, построенная по данным таблицы 2. Эта характеристика представляет собой полуокружность с радиусом К/2.
По данным таблицы 2 можно так же построить вещественную U(ω) и мнимую V(ω) частотные характеристики:
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Рисунок 4 – АФЧХ исследуемого звена.

Для построения амплитудной частотной характеристики в логарифмическом масштабе (JIAX) подсчитывается Lнч, - для низких частот.
Lнч  = 201g К = 201g (7,47) = 17,5 дБ,
частота сопряжения ωcoпр =  = 0,016  и частота среза ωср =  = 12 .
На оси абсцисс (рис. 5) откладывается частота ω. По оси ординат откладывается L(ω) в децибелах (дБ) в равномерном масштабе
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Рисунок 5 – ЛАЧХ исследуемого звена.

Параллельно оси абсцисс на уровне Lнч = 20 дБ проводится прямая. На этой прямой ставится точка, соответствующая частоте сопряжения (точка 1) и из этой точки проводится второй участок Lнч под наклоном к оси абсцисс – 20 дБ/дек. Высокочастотный участок ЛAX можно построить и соединением точки 1 с точкой 2, соответствующей частоте среза.
При построении логарифмической фазовой характеристики (ЛФХ) сдвиг фаз φ(ω) подсчитывается по формуле (2.4) и откладывается на оси ординат в линейном масштабе. Частоты на оси абсцисс откладываются в логарифмическом масштабе.


Задание 2

Оценить устойчивость САР, динамика которых соответствует дифференциальным уравнениям второго порядка. Задачу решить, применяя:
· аналитический способ;
· критерии Гурвица;
· частотный критерий Михайлова.

0,322y′′ + 1,69y′ + 13y = 0

Данное дифференциальное уравнение представим в операторной форме и выразим характеристическое уравнение:

 

0,322p2 + 1.69p + 13 = 0;

1) Аналитический метод:

Далее найдем корни данного характеристического уравнения:

;





Данный характеристический полином содержит комплексные корни и следовательно решение дифференциального уравнения содержит колебательные составляющие, поскольку вещественные части отрицательны – система устойчива.

2) Критерий Гурвица
Для определения устойчивости по данному критерию построим определитель Гурвица по данному характеристическому уравнению:



;

;

Поскольку оба определителя положительны, то в соответствии с критерием система устойчива.


3) Частотный критерий Михайлова

В соответствии с критерием представим характеристическое уравнение в следующей форме:


;

Далее выразим из уравнения действительные и мнимые части и определим их значения при разных частотах и составим таблицу значений:





Таблица 2 –Значения P(ω) и Q(ω)
	ω
	0
	0.2
	0.4
	0.6
	0.8
	1
	2
	3
	4

	P(ω)
	13
	12,987
	12.948
	12.884
	12.794
	12.678
	11.712
	10.102
	7.848

	Q(ω)
	0
	0.338
	0.676
	1.014
	1.352
	1.69
	3.38
	5.07
	6.76



По вычисленным данным построим годограф Михайлова:
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Рисунок 6 – годограф Михайлова для заданного характеристического уравнения

В соответствии с критерием система устойчива если:

- вектор годографа при изменении частоты от 0 до + ∞ начинает свое движение из точки положительной вещественной полуоси (+∞); 
- вектор вращается только против часовой стрелки; 
- нигде вектор не обращается в нуль; 
- вектор проходит последовательно n квадрантов комплексной плоскости, т.е. поворачивается на угол пπ/2, где n – наибольшая степень характеристического уравнения. 
Если хотя бы одно из этих условий не соблюдается, то САР является неустойчивой или нейтральной.

	Поскольку все условия критерия выполняются, система устойчива.



Задание 3

Оценить устойчивость САР, динамика которых соответствует дифференциальным уравнениям третьего порядка.
· критерий Гурвица;
·  алгебраический критерий Вышнеградского;
·  частотный критерий Михайлова.

0,073y′′′ + 0,57y′′ + 2,5y′ + 13y = 0

Как и в прошлой задаче преобразуем дифференциальное уравнение в операторную форму:



	Для определения устойчивости по критерию Гурвица составим определители по данному характеристическому уравнению: 







Поскольку все миноры определителей положительны - система устойчива

Для определения устойчивости по критерию Вышнеградского преобразуем характеристическое уравнение к следующему виду:





и вычисляем параметры А и В:





В соответствии с условием критерия: система устойчива если параметры нормированного уравнения А и В более нуля а их произведение (АВ) больше единицы. Для данного уравнения A > 0, B > 0, AB > 1;

Для определение устойчивости по критерию Михайлова подставим в характеристическое уравнение оператор Фурье (p = jω)







Таблица 3 –Значения P(ω) и Q(ω)
	ω
	0
	0.2
	0.4
	0.6
	0.8
	1
	2
	3
	4

	P(ω)
	31
	30.977
	30.909
	30.795
	30.635
	30.43
	28.72
	25.87
	21.88

	Q(ω)
	0
	0.499
	0.995
	1.484
	1.963
	2.427
	4.416
	5.529
	5.328



По вычисленным данным построим годограф Михайлова:
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Рисунок 7 – годограф Михайлова для заданного характеристического уравнения
	Исходя из годографа система не является устойчивой, поскольку нарушается последнее условие.



Задача 4

Оценить устойчивость САР, имеющих характеристические уравнения четвертого порядка.
· критерии Гурвица;
· частотный критерий Михайлова.

0,0024k4 + 0,075k3 + 0,43k2 + 4,25k + 18 = 0

Как и в прошлой задаче преобразуем дифференциальное уравнение в операторную форму:



	Для определения устойчивости по критерию Гурвица составим определители по данному характеристическому уравнению: 









Поскольку 3-й и 4-й определители отрицательны – система неустойчива.

Для определение устойчивости по критерию Михайлова подставим в характеристическое уравнение оператор Фурье (p = jω)







Таблица 3 –Значения P(ω) и Q(ω)
	ω
	0
	0.2
	0.4
	0.6
	0.8
	1
	2
	3
	4

	P(ω)
	18
	17.983
	17.931
	17.846
	17.726
	17.572
	16.318
	14.324
	11.734

	Q(ω)
	0
	0.849
	1.695
	2.534
	3.362
	4.157
	7.9
	10.752
	12.2



По вычисленным данным построим годограф Михайлова:

[image: ]
Рисунок 8 – годограф Михайлова для заданного характеристического уравнения

Исходя из годографа система не является устойчивой, поскольку нарушается последнее условие (порядок прохождения годографа через четверти плоскостей).
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