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Введение
Со времен Ньютона и Лапласа общие законы, управляющие физическим миром, формулируются в виде так называемых дифференциальных уравнений.

Дифференциальными уравнениями описываются и движение планет в солнечной системе, и вращение волчка, и движение электронов в атоме, и электрические колебания в радиогенераторе, и распространение волн и многое другое. Идет ли речь о вычислении движения искусственного спутника, расчете атомного реактора, поведении корабля при качке или моста под действием динамической нагрузки – все это требует использования дифференциальных уравнений.

К дифференциальным уравнениям прибегают в любом случае, когда приходится изучать неравномерно протекающий процесс, т.е. процесс, в котором скорость изменения самих величин меняется с течением времени или зависит от значения самих величин.

К дифференциальным уравнениям приводятся многие задачи геометрии, механики, физики, гидравлики, аэродинамики, теплотехники, сопротивления материалов, теории упругости, электротехники и других наук.

Проиллюстрируем вышесказанное на примере.
Установить зависимость между переменной массой летящей ракеты и скоростью полета.
Пусть масса ракеты в некоторый момент 
[image: image2.wmf]t

 равна 
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, скорость истечения газов обозначим через 
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, а выделяемую за время 
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 массу частиц 
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. В данном случае 
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, так как масса ракеты убывает. За время 
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 ракета потеряет в весе количество топлива, равное 
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. Допустим, что за счет этого ракета получает приращение скорости 
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. Увеличение количества движения ракеты массы 
[image: image11.wmf]m

 равно 
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, а количество движения выброшенных газов есть 
[image: image13.wmf]cdm

. На основе закона сохранения количества движения имеем: 
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, а это есть дифференциальное уравнение. Путем простых преобразований уравнения получим формулу, имеющую фундаментальное значение в современной ракетной технике: 
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 - масса ракеты до полета, т.е. при 
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 - формула Циолковского К.Э., основная при расчете движения ракет. Однако эта формула  пригодна для пустого пространства и при отсутствии действия силы тяжести. Учет сопротивления воздуха и земного притяжения намного усложняет дифференциальное уравнение. Уравнения, возникающие при расчете космических запусков, весьма сложны и решаются только с помощью ЭВМ.
В предложенном пособии автор использовал уже имеющийся опыт (см. список литературы [1-10]) по преподаванию данной дисциплины. Знак  в некоторых случаях заменяет слово “ответ” или означает конец рассуждений.
1. Общая теория ДУ первого порядка. Общее, частное и особое решение

Пусть 
[image: image22.wmf]x

 - независимая переменная, а 
[image: image23.wmf]y

- зависимая переменная (функция от 
[image: image24.wmf]x

). Обыкновенное дифференциальное уравнение -  это уравнение, связывающее неизвестную функцию одной переменной, ее производные и независимую переменную 
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Порядком дифференциального уравнения (ДУ) называется порядок наивысшей производной в данном уравнении.

Всякая функция 
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, определенная на некотором интервале 
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, называется решением (частным решением) дифференциального уравнения, если после подстановки этой функции и ее производных в уравнение, оно обращается в тождество на всем интервале.

Замечание. В некоторых случаях решение  дифференциального уравнения удается найти в виде неявной функции, заданной равенством 
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Равенство 
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, которое неявно определяет решение 
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 дифференциального уравнения, называется интегралом дифференциального уравнения.
График решения дифференциального уравнения называется интегральной кривой.
Сначала рассмотрим уравнение первого порядка:
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Функция 
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- произвольная постоянная, называется общим решением дифференциального уравнения, если 
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 является решением дифференциального уравнения при любом значении 
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 (из множества допустимых значений).

Соответственно, равенство 
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, которое неявно определяет общее решение 
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 дифференциального уравнения, называется общим интегралом дифференциального уравнения.
Решение дифференциального уравнения называется особым, если через каждую точку, изображающей его интегральной кривой, проходит по крайней мере еще одна интегральная кривая того же уравнения, имеющая в этой точке ту же касательную.

Особое решение не может быть получено из общего решения ни при каком значении 
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.
Пример. Найти все решения уравнения 
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Решение. Запишем:
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Общее решение: 
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Особым  решением уравнения 
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 является 
[image: image44.wmf]0

º

x

, поскольку не может быть получено из общего решения ни при каком значении 
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Если каждой точке 
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 плоскости ставится в соответствие некоторое направление, то получается поле направлений.

Изоклинами называют геометрическое место точек 
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 плоскости, удовлетворяющих уравнению 
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, где 
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 - постоянная.

Другими словами, изоклины – это линии, в каждой точке которых наклон касательных к искомым интегральным кривым сохраняет постоянное направление.

Чтобы приближенно построить решение (по методу изоклин) уравнения (1), нужно начертить достаточное число изоклин, а затем провести решение.

2. Применение ДУ для решения физических и геометрических задач

Рассмотрим  примеры физических процессов, описываемых простейшими дифференциальными уравнениями.

1. Радиоактивный распад. Известно, что скорость распада любого радиоактивного элемента прямо пропорциональна его точечной массе.

Пусть в момент времени 
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 масса радиоактивного вещества есть 
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 (в некоторых единицах измерения). В частности, обозначим через 
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  начальную массу вещества в начальный момент времени 
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Тогда закон распада можно описать дифференциальным уравнением:
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Напомним, что вещество распадается, т.е. его масса убывает со временем, тогда как 
[image: image56.wmf]x
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(t) есть «скорость возрастания», т.е. приращения массы.
Можно проверить (прямой подстановкой), что функция 
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 есть решение нашего уравнения распада, удовлетворяющее начальному условию:
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Так, что выражение 
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 описывает процесс радиоактивного распада.

2. Остывание нагретых тел. Пусть имеется некоторое нагретое тело, находящееся в среде с температурой a. Согласно закону остывания (излучения тепла) Ньютона скорость охлаждения тела (в среде с температурой a) пропорциональна разности между температурой тела и температурой окружающей среды.

Если через x(t) обозначить температуру тела в момент времени t, то процесс остывания можно выразить дифференциальным уравнением 
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В частности, считая температуру среды 
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 (в некоторой шкале), получим уравнение 
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– есть начальная температура тела, то как и в случае уравнения распада получаем решение 
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3. Рассмотрим  пример геометрической задачи, решение которой сводится к решению дифференциального уравнения.
Найти кривую, обладающую тем свойством, что отрезок любой ее касательной, заключенной между осями координат, делится пополам в точке касания.

Решение. Пусть 
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, т.е. получили дифференциальное уравнение. Проверкой можно убедиться, что общее  решение 
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3.Теорема Коши для ДУ первого порядка

Функция 
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Число 
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 называется постоянной Липшица.

Задача Коши для дифференциального уравнения первого порядка    - это система, состоящая из уравнения
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т.е. состоит в отыскании решения 
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, удовлетворяющего уравнению (2) и начальному условию (3).

Теорема (Коши для дифференциального уравнения первого порядка). Если в дифференциальном уравнении (2) функция 
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2) 
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 имеет ограниченную по модулю частную производную по второму аргументу 
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то существует единственное решение 
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 задачи Коши  (2), (3).

Доказательство. Покажем, что решение задачи Коши (2), (3) равносильно решению некоторого интегрального уравнения.

В самом деле, пусть 
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Интегрируя тождество (6) по 
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 и учитывая равенство (3), получим
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Очевидно и обратное утверждение: если непрерывная функция 
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то ввиду непрерывности 
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 есть решение уравнения (2), удовлетворяющее начальному условию (3).

Таким образом, решение задачи Коши (2), (3) равносильно отысканию непрерывного решения интегрального уравнения (7) или неподвижной точки интегрального оператора вида (7).
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где постоянная 
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Из условия (5) и теоремы о среднем:
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По методу последовательных приближений возьмем  в качестве нулевого приближения 
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Доказательство разобьем на  4 части.

1). Последовательность приближений 
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Методом индукции получим
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2). Существует предел
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Рассмотрим ряд
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Заметим, что 
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Отсюда, учитывая условие Липшица,
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По методу индукции предполагаем, что 
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Следовательно,
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Таким образом,  члены функционального ряда (11) из непрерывных функций, начиная с 
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3). Функция  
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  удовлетворяет  интегральному   уравнению (7). Другими словами, в (9) можно перейти к пределу под знаком интеграла. Так как 
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4). Решение  
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Рассмотрим значение 
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Замечание. Если условия теоремы Коши не выполнены, то единственности может не быть. Например, задача Коши 
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Здесь не выполнено условие теоремы Коши относительно непрерывности производной по зависимой переменной 
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4. ДУ с разделяющимися переменными
К дифференциальным уравнениям с разделяющимися переменными относятся пять видов дифференциальных уравнений:

1. Уравнение вида 
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Пример. Найти решение задачи Коши 
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Решение. Найдем сначала общее решение
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Используя начальное условие 
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Ответ: 
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2. Уравнение вида 
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Пример. Найти решение задачи Коши 
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Решение. Найдем сначала общее решение
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Используя начальное условие 
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Ответ: 
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3. Уравнение вида 
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Интегрируется после “разделения переменных”, т.е. приведения путем умножения и деления к виду 
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В одну часть входят только функции от 
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4. Уравнение вида 
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Интегрируется также после “разделения переменных”, т.е. приведения путем умножения и деления к виду 
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В одну часть входят только функции от 
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Пример. Найти общий интеграл 
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Решение. Разделяем переменные
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Получили семейство окружностей.

Ответ: 
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5. Иногда к уравнениям с разделяющимися переменными относят уравнение вида 
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Решение. Полагаем 
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Найти общий интеграл:

1.1. 
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Задачи для самостоятельного решения:
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5. Однородные ДУ. Уравнения, приводимые к однородным уравнениям
I. Функция 
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Однородным дифференциальным уравнением называется уравнение вида
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Однородное уравнение приводится с помощью замены
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к уравнению с разделяющимися переменными.
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, т.е. уравнение с разделяющимися переменными, решение которого 
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Замечание. Если 
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Пример. Найти общий интеграл  
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Решение. Данное уравнение однородное, так как 
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Находим общее решение, вычисляя интеграл в левой части методом неопределенных коэффициентов:
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где 
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 в начале координат. Кроме того, существует особое решение 
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II. Рассмотрим уравнение 
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Пусть 
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Пример. Найти общий интеграл уравнения 
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Решение. Вычисляем 
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Из уравнения  получим 
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Далее решаем уравнение с разделяющимися переменными:
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В результате
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III. Пусть 
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Таким образом, будем иметь однородное уравнение, если 
[image: image287.wmf]a

 и 
[image: image288.wmf]b

 являются решением системы:
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Пример. Найти общий интеграл уравнения 
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Решение. Вычисляем 
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Из уравнения  получим 
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Таким образом, будем иметь однородное уравнение, если 
[image: image297.wmf]a

 и 
[image: image298.wmf]b

 являются решением системы:
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Находим решение однородного уравнения:
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Следовательно,
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В результате
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Решить уравнения:
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[image: image303.wmf]2

2

2

-

-

+

=

¢

x

y

x

y

. 1.2. 
[image: image304.wmf]3

2

2

2

)

2

(

x

y

x

y

y

-

=

¢

. 1.3. 
[image: image305.wmf]3

1

-

+

+

-

=

¢

y

x

y

x

y

. 1.4. 
[image: image306.wmf]x

y

x

y

y

sin

+

=

¢

.

1.5. 
[image: image307.wmf]x

y

y

y

x

ln

=

¢

, 
[image: image308.wmf]1

)

1

(

=

y

. 1.6. 
[image: image309.wmf]0

)

(

)

(

=

+

+

-

dy

y

x

dx

y

x

.1.7. 
[image: image310.wmf]1

1

+

-

=

¢

y

x

y

. 

1.8. 
[image: image311.wmf]0

)

(

=

+

-

ydx

dy

x

xy

, 
[image: image312.wmf]1

)

1

(

=

y

. 1.9. 
[image: image313.wmf]2

2

y

x

y

y

x

+

+

=

¢

.

1.10. 
[image: image314.wmf]0

)

1

2

(

)

1

2

(

=

-

-

+

+

-

dy

x

y

dx

y

x

.
Задачи для самостоятельного решения:
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6. ЛДУ. Уравнения Бернулли
Пусть 
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 - непрерывные функции на заданном интервале 
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называется линейным дифференциальным уравнением (ЛДУ) первого порядка, а уравнение
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где 
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 называется уравнением Бернулли.

По методу Бернулли решение ищем в виде произведения двух неизвестных функций: 
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В обоих случаях получаем уравнения с разделяющимися переменными.

Заметим, что при 
[image: image365.wmf]0
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 уравнение Бернулли имеет решение 
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Пример. Решить уравнение 
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Решение. Данное уравнение является  линейным дифференциальным уравнением первого порядка. По методу Бернулли решение ищем в виде произведения двух неизвестных функций: 
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Поэтому 
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Ответ: 
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Пример. Решить уравнение 
[image: image373.wmf]y

x

y

y

2

1

2

-

=

¢

.

Решение. Это уравнение Бернулли с 
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. По методу Бернулли решение ищем в виде произведения двух неизвестных функций: 
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Ответ: 
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Решить уравнения:

1. 1. 
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Задачи для самостоятельного решения:
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7. Уравнения в полных дифференциалах. Интегрирующий множитель
Уравнение вида
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называется уравнением в полных дифференциалах, если левая часть является полным дифференциалом некоторой  функции  
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Другими словами, левая часть (1) – это  
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В этом случае 
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Итак, чтобы решить уравнение (1), нужно восстановить функцию 
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Пример. Решить уравнение 
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Решение. 
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. Следовательно, условие (2) выполнено, т.е. мы имеем уравнение в полных дифференциалах.
Восстановим функцию 
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Итак, 
[image: image425.wmf]c

y

y

x

x

y

dx

y

x

x

u

~

)

(

)

3

2

(

3

3

2

2

+

-

+

=

+

+

=

ò

j

.

Ответ: 
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В некоторых случаях условие (2) изначально может быть не выполнено, но можно подобрать функцию 
[image: image427.wmf])
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 (интегрирующий множитель), при умножении на которую (1) получаем уравнение в полных дифференциалах:
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В развернутом виде (4) выглядит следующим образом:


[image: image430.wmf]x

N

x

N

y

M

y

M

¶

¶

+

¶

¶

=

¶

¶

+

¶

¶

m

m

m

m

.                                   (5)

Рассмотрим два частных случаях нахождения интегрирующего множителя.

1) 
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, т.е. интегрирующий множитель зависит только от 
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 и (5) обращается в равенство
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преобразуя которое получим


[image: image434.wmf]dx

d

N

x

N

y

M

m

m

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

      или     
[image: image435.wmf]dx

N

x

N

y

M

d

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

=

m

m

.

Если 
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, то мы сможем найти интегрирующий множитель. После этого решаем уравнение (4) как уравнение в полных дифференциалах;
2) 
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Если 
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, то мы сможем найти интегрирующий множитель. После этого решаем уравнение (4) как уравнение в полных дифференциалах.
Пример. Найти общий интеграл 
[image: image445.wmf]0

)

1

(

1

2

2

=

+

-

+

-

dy

y

y

x

dx

y

y

.

Решение. Условие (2) не выполнено, так как 
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Подбираем функцию 
[image: image447.wmf])
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 (интегрирующий множитель), при умножении на которую получим уравнение в полных дифференциалах:
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В развернутом виде последнее равенство выглядит следующим образом:
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Полагая 
[image: image451.wmf]0

=

¶

¶

x

m

, получим


[image: image452.wmf]2

2

2

2

2

1

1

1

1

y

y

y

y

dy

d

y

y

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

+

-

m

m

m

.

Следовательно, 
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является уравнением в полных дифференциалах.

Восстановим функцию 
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 по ее частным производным:
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С другой стороны, 
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Итак, 
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Ответ: 
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Пример. Найти общий интеграл 
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Решение. Условие (2) не выполнено, так как 
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Подбираем функцию 
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 (интегрирующий множитель), при умножении на которую получим уравнение в полных дифференциалах:
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В развернутом виде последнее равенство выглядит следующим образом:
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Полагая 
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 является уравнением в полных дифференциалах. Восстановим функцию 
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Интегрируя дважды по частям, находим
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С другой стороны, 
[image: image475.wmf].
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Ответ: 
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Найти общий интеграл:
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8. Уравнения, не разрешенные относительно 
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Записываем дифференциал 
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Общее решение уравнения: 
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Пример. Найти общее решение 
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Записываем дифференциал 
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Ответ: Общее решение уравнения: 
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2. Решение уравнения вида 
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Записываем дифференциал 
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Ответ: Общее решение уравнения: 
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Пример. Найти общее решение 
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Записываем дифференциал 
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Общее решение уравнения: 
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3. Уравнение вида 
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Записываем дифференциал этой функции, учитывая, что 
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Если 
[image: image534.wmf]0

)

(

¹

-

p

p

j

, то получим линейное уравнение первого порядка


[image: image535.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

p

p

p

p

p

p

x

dp

dx

j

y

j

j

-

¢

=

-

¢

+

,

решение которого 
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При делении на 
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Записываем дифференциал этой функции, учитывая, что 
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Полагаем 
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Выберем  
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Следовательно,
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 - особое решение.

4. Уравнение вида 
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Записываем дифференциал этой функции, учитывая, что 
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Полагая 
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Заметим, что общее решение уравнения Клеро может быть получено формальной заменой 
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 находим особое решение уравнения Клеро, задаваемое в параметрической форме,
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Пример. Решить уравнение 
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Решение. Сначала преобразуем до вида уравнения Клеро 
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Записываем дифференциал этой функции, учитывая, что 
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[image: image583.wmf]3

/

0

3

c

xc

y

c

p

dp

-

=

Þ

=

Þ

=

, получаем общее решение уравнения Клеро 
[image: image584.wmf]3

/

3

c

xc

y

-

=

. 

Из равенства 
[image: image585.wmf]0

2

=

-

p

x

 находим особое решение уравнения Клеро, задаваемое в параметрической форме, 
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5. Уравнение вида 
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 называется уравнением Риккати [1]. В общем случае это дифференциальное уравнение неразрешимо в квадратурах. Если же известно одно частное решение 
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Пример. Найти общее решение 
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Поэтому общее решение 
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Задачи:
1. Определите типы дифференциальных уравнений, выбрав нужный ответ из данного списка: а) уравнение, не разрешенное относительно производной, не содержащее явно зависимую переменную; б) уравнение, не разрешенное относительно производной, не содержащее явно независимую переменную; в) уравнение Клеро; г) уравнение Лагранжа; д) уравнение Риккати. 
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2. Для совокупностей функций 2.1-2.8 определите тип уравнения из данного списка: а) уравнение, не разрешенное относительно производной, не содержащее явно зависимую переменную; б) уравнение, не разрешенное относительно производной, не содержащее явно независимую переменную;  в) уравнение  Клеро; г) уравнение Лагранжа, общим решением которого они являются.
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Разные задачи на уравнения первого порядка:
Найти общий интеграл: 3.1.
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3.12. 
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Решить задачу Коши:
4.1. 
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9.ДУ n-го порядка. Теорема Коши. Простейшие случаи понижения порядка

Дифференциальное уравнение n-го порядка имеет вид: 
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[image: image692.wmf]n

-й производной,


[image: image693.wmf])

,...,

,

,

(

)

1

(

)

(

-

¢

=

n

n

y

y

y

x

f

y

.                                       (1)
Задача Коши для дифференциального уравнения n-го порядка    - это система, состоящая из уравнения 
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Задача Коши состоит в отыскании решения 
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Пример. Рассмотрим прямолинейное движение точки массы 
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 под действием силы 
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, зависящей от 
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, положения точки  и ее скорости. По второму закону Ньютона получим дифференциальное уравнение второго порядка: 
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Для получения определенного решения задачи нужно задать еще начальные условия движения, а именно, положение точки,  ее скорость в начальный момент, т.е. 
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Теорема (Коши для ДУ n-го порядка) [8]. Если в дифференциальном уравнении (1) функция 
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 удовлетворяет следующим условиям: 
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 непрерывна в некоторой 
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 также непрерывны в той же области, то существует единственное решение 
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Замечание. Изменяя в начальных условиях постоянные 
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, получим семейство решений, зависящее от 
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 произвольных постоянных 
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Если решение записано  в неявном виде 
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, то его называют общим интегралом.

Рассмотрим простейшие случаи понижения порядка дифференциального уравнения.

1. Уравнение вида 
[image: image722.wmf])
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Пример. Найти общее решение дифференциального уравнения 
[image: image724.wmf]2
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Решение. Обозначим 
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. Получили уравнение первого порядка с разделяющимися переменными. Отсюда 
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Ответ: 
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2. 
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 в явном виде.

Обозначим 
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. Получим дифференциальное уравнение первого порядка.
Пример. Найти общее решение дифференциального уравнения
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Решение. Обозначим 
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Выберем 
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 из условия: 
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Далее находим 
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Следовательно, 
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В итоге, 
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Ответ: 
[image: image742.wmf]2
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3. 
[image: image743.wmf])
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 в явном виде.

Обозначим 
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. Получим дифференциальное уравнение первого порядка.
Пример. Найти общее решение дифференциального уравнения
[image: image746.wmf]2
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Решение. Обозначим 
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Найти решения:

1.1. 
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Решить задачу Коши:
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Задачи для самостоятельного решения:
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10. ЛДУ n-го порядка. Определитель Вронского
Линейным дифференциальным уравнением n-го порядка называется уравнение вида 
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, то уравнение называется линейным однородным дифференциальным уравнения n-го порядка.

Замечание. Условия теоремы Коши выполнены в силу предположения о непрерывности 
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Теорема (о линейном пространстве решений). Множество решений линейного однородного дифференциального уравнения 
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-го порядка 
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образуют линейное пространство, т.е. если 
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Доказательство. Итак, пусть 
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т.е. 
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Функции 
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В частности, 
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Рассмотрим определитель Вронского:
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Замечание. Из курса алгебры известно, что линейная зависимость столбцов влечет равенство нулю определителя. Поэтому если 
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Теорема (об определителе Вронского). Если 
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Доказательство. Докажем утверждение только для n=2
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так как в случае произвольного n доказывается аналогично.
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 имеет ненулевое решение 
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, к тому же  удовлетворяющим начальным условиям 
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Замечание. Базис 
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Теорема (о структуре общего решения однородного линейного уравнения). Если 
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Доказательство. Докажем утверждение только для n=2
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так как в случае произвольного n доказывается аналогично.

Пусть заданы начальные условия 
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 имеет единственное решение 
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, к тому же  удовлетворяющим начальным  условиям 
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11. Характеристическое уравнение. Уравнение Эйлера
В общем случае не существует алгоритма нахождения решения линейного однородного дифференциального уравнения n-го порядка
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Тогда из уравнения следует, что
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Учитывая, что 
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, окончательно получим линейное однородное дифференциальное уравнение первого порядка (уравнение с разделяющимися переменными) 
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Второе решение фундаментальной системы решений уравнения - это 
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В случае, когда  
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Уравнение 
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Характеристическим уравнением линейного ДУ 
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Замечание.  Пусть 
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Аналогично можно проверить, что определитель Вронского 
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Из уравнения получим: 
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, т.е. характеристическое уравнение имеет вид  
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Замечание. Нетрудно видеть, что характеристическое уравнение 
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Теорема (о кратных корнях). Пусть характеристическое уравнение (2) имеет корень 
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Доказательство. Для краткости изложения докажем утверждение для  дифференциального уравнения второго порядка
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характеристическое уравнение которого имеет вид 
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Тогда из уравнения  (4) следует, что
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Учитывая, что 
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Отсюда в качестве второго решения мы можем взять 
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Пример. Найти общее решение  
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Решение. Характеристическое уравнение имеет вид: 
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Алгебраическое уравнение имеет корень 
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Пример. Найти общее решение  
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Решение. Характеристическое уравнение имеет вид: 
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Теорема (о комплексных  корнях). Пусть характеристическое уравнение (2) имеет комплексные сопряженные  корни 
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Доказательство. Для краткости изложения докажем утверждение для  дифференциального уравнения второго порядка (4), характеристическое уравнение которого имеет вид 
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По теореме о линейном пространстве решений 
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Пример. Найти общее решение  
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Решение. Характеристическое уравнение имеет вид: 
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Алгебраическое уравнение имеет комплексные сопряженные корни 
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Пример. Найти общее решение  
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Решение. Характеристическое уравнение имеет вид: 
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Следствие. Общее решение уравнения 
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Уравнение Эйлера
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Пример. Найти общее решение уравнения:
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Решение. Полагаем 
[image: image1038.wmf]t

e

x

=

. Отсюда 
[image: image1039.wmf]x

t

ln

=

. Отсюда 
[image: image1040.wmf]x

t

x

1

=

¢

; 
[image: image1041.wmf]x

y

y

t

x

1

¢

=

¢

; 
[image: image1042.wmf]2

2

1

1

x

y

x

y

y

t

tt

xx

¢

-

¢

¢

=

¢

¢

. Следовательно,
[image: image1043.wmf]0

1

1

1

2

2

2

2

2

2

2

=

-

¢

+

¢

-

¢

¢

=

-

¢

+

¢

¢

y

n

x

y

x

x

y

x

x

y

x

y

n

y

x

y

x

t

t

tt


или 
[image: image1044.wmf]0

2

=

-

¢

¢

y

n

y

tt

. Характеристическое уравнение 
[image: image1045.wmf]0

2

2

=

-

n

k

 и общее решение 
[image: image1046.wmf]n

n

x

n

x

n

x

c

x

c

e

c

e

c

x

y

-

-

+

=

+

=

2

1

ln

1

ln

1

)

(ln

.
Так же как (1) решается уравнение вида:
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Пример. Найти общее решение уравнения:
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Характеристическое уравнение 
[image: image1065.wmf]0

3

2

2

=

-

+

k

k

 имеет корни 
[image: image1066.wmf]3

-

,
[image: image1067.wmf]1

 и общее решение 
[image: image1068.wmf]3

2

1

)

1

ln(

1

)

2

ln(

3

1

)

2

(

)

1

(

))

2

(ln(

-

+

+

-

+

+

+

=

+

=

+

x

c

x

c

e

c

e

c

x

y

x

x

.
Найти общее решение:

1. 
[image: image1069.wmf]0

2

=

¢

¢

-

¢

¢

¢

y

y

. 2. 
[image: image1070.wmf]0

1

3

3

=

-

¢

+

¢

¢

-

¢

¢

¢

y

y

y

. 3. 
[image: image1071.wmf]0

2

3

=

+

¢

-

¢

¢

y

y

y

. 4.
[image: image1072.wmf]0

=

¢

-

¢

¢

¢

y

y

.

5. 
[image: image1073.wmf]0

5

4

=

+

¢

+

¢

¢

y

y

y

. 6. 
[image: image1074.wmf]0

2

=

¢

¢

-

¢

¢

¢

y

y

. 7. 
[image: image1075.wmf]0

5

4

=

+

¢

-

¢

¢

y

y

y

. 8. 
[image: image1076.wmf]0

3

3

=

+

¢

+

¢

¢

+

¢

¢

¢

y

y

y

y

. 

9. 
[image: image1077.wmf]0

4

=

+

¢

¢

y

y

. 10. 
[image: image1078.wmf]0

)

6

(

=

¢

¢

+

y

y

. 11. 
[image: image1079.wmf]0

2

=

-

¢

+

¢

¢

y

y

x

y

x

. 12. 
[image: image1080.wmf]0

9

2

=

-

¢

+

¢

¢

y

y

x

y

x

.
Задачи на самостоятельное решение:

2.1. 
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12. Неоднородные ЛДУ. Метод вариации произвольных постоянных
Рассмотрим  линейное неоднородное дифференциальное уравнение n-го порядка
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Теорема (о структуре общего решения неоднородного линейного уравнения). Общее решение (1) - это сумма общего решения 
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и любого частного решения 
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Доказательство. Докажем утверждение только для n=2:
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так как в случае произвольного n доказывается аналогично.
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Теорема (метод вариации постоянных). Частное решение уравнения (1)  - это 
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Доказательство. Докажем утверждение только для 
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Мы имеем одно дифференциальное уравнение (3), но две неизвестные функции 
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Учитывая (6) в равенстве для производной, запишем 
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Отсюда
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Подставляя выражения для производных в (3) и учитывая, что 
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Объединяя в систему (6), (7), получим (5) для 
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Пример. Найти общее решение уравнения 
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Решение. Решение ищем в виде суммы общего решения 
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Для нахождения 
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Далее применяем метод вариации постоянных:
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 Дважды интегрируя по частям, находим:
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 EMBED Equation.3  [image: image1152.wmf].
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Общее решение неоднородного уравнения:
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После преобразований получим:
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Подстановкой в уравнение убеждаемся, что 
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 является частным решением неоднородного уравнения.

Ответ: 
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Найти общее решение:
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13. Неоднородные ЛДУ. Метод неопределенных коэффициентов
Рассмотрим  линейное неоднородное дифференциальное уравнение n-го порядка
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Для некоторых частных видов  функции 
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Поставим в соответствие правой части 
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где 
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 - обозначает многочлен степени 
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Если число, определяемое по правой части, является корнем характеристического уравнения, то говорят, что есть резонанс, в противном случае -  нет резонанса.
Выражение 
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 может быть как вещественным числом, так и комплексным.
Очевидно, что частное решение 
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 может быть как вещественным числом, так и комплексным. 

Допустим, что частное решение (1) ищем в виде 
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Рассмотрим три случая:

1. Пусть 
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 не является корнем характеристического уравнения, т.е. не резонансный случай. Тогда 
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и приравняв  коэффициенты при одинаковых степенях, получим корректную систему для нахождения  
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2. Пусть 
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 является корнем характеристического уравнения кратности 
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Чтобы получить корректную систему для нахождения  
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В самом деле,  многочлен 
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Поэтому, осуществив подстановку (4) с заменой 
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Сократив 
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 и приравняв  коэффициенты при одинаковых степенях, получим корректную систему для нахождения  
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3. Пусть 
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 является корнем характеристического уравнения кратности 
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Чтобы получить корректную систему для нахождения  
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Действительно,  многочлен 
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Поэтому, осуществив подстановку (4) с заменой 
[image: image1254.wmf]kx

m

e

x

Q

)

(

 на 
[image: image1255.wmf]kx

m

e

x

Q

)

(

2

+

)

)

, получим  
[image: image1256.wmf])

(

)

(

)

2

(

)

(

)

(

2

2

2

2

x

Q

x

Q

k

p

x

Q

q

pk

k

m

m

m

+

+

+

¢

¢

+

¢

+

+

+

+

)

)

)

)

)

)

  - многочлен той же степени, что и 
[image: image1257.wmf])

(

x

P

m

.

Сократив 
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и приравняв  коэффициенты при одинаковых степенях, получим корректную систему для нахождения  
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В следующем примере будут продемонстрированы как различные случаи правых частей, так и принцип суперпозиции.

Пример. Найти общее решение 
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Решение. Запишем характеристическое уравнение  и решаем его 
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Частное решение по принципу суперпозиции будем искать в виде 
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Таким образом,
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Ответ: 
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Найти общее решение:
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[image: image1353.wmf]14. Задача Коши для системы ДУ. Фазовое пространство
Пусть дана система дифференциальных уравнений:
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Пусть задано начальное состояние системы:
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Следует помнить, что система определяет не только интегральные кривые, но и положительное направление на них, которое соответствует перемещению точки при возрастании 
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Систему ориентированных интегральных кривых называют фазовым портретом системы [1,2].
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В полярных координатах получим семейство логарифмических спиралей.

Схематический график в табл. 3 (фокус).

15. Сведение системы ДУ к одному уравнению более высокого порядка
Система (14(1)) сводится к одному уравнению 
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по следующей схеме: дифференцируем первое уравнение:
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Из первых 
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Ответ: 
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16. Линейные однородные системы. Фундаментальная система решений 
Пусть дана система линейных однородных ДУ:
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где коэффициенты 
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Здесь имеют место аналогичные понятия и утверждения, рассмотренные для линейных дифференциальных уравнений n-го порядка в разделе 10.
Множество решений системы образуют линейное пространство.

Для проверки линейной независимости вектор-функций 
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Базис 
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- мерного линейного пространства всех решений системы (1) называется фундаментальной системой решений. 

Другими словами,  максимальное количество линейно независимых решений системы (1)  равно 
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Общее решение линейной однородной системы:
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 - фундаментальная система решений.
17. Системы ЛДУ. Алгебраический подход
Пусть дана система линейных однородных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами:
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Введем обозначения:
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Тогда система (1) примет вид:
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Теорема (о частном решении системы ДУ). Пусть 
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Доказательство. По предположению о том, что 
[image: image1482.wmf]1

Y

- собственный вектор матрицы 
[image: image1483.wmf]A

, принадлежащий собственному значению 
[image: image1484.wmf]1

k

, имеем.
[image: image1485.wmf]1

1

1

Y

k

Y

A

=

 Так как 
[image: image1486.wmf](

)

x

k

x

k

e

k

Y

dx

e

Y

d

1

1

1

1

1

=

, то  
[image: image1487.wmf]x

k

e

Y

1

1

 удовлетворяет (2), а, следовательно,  (1). 
Замечание. Пусть матрица системы (1) имеет 
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Пример. Найти общее решение системы:
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Решение. Первый способ. Сведем систему к одному уравнению второго порядка:


[image: image1493.wmf].
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Характеристическое уравнение имеет вид 
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Второй способ. Сначала находим собственные значения матрицы 
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Общее решение системы: 
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Отсюда 
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Пример. Найти общее решение системы:
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Решение. Первый способ. Сведем систему к одному уравнению второго порядка:
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Характеристическое уравнение  
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 Так как из первого уравнения 
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Ответ: 
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Второй способ. Сначала находим собственные значения матрицы 
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Частное решение 
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Общее решение системы:
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Полагая 
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Пример. Найти общее решение системы:
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Решение. Сведем систему к одному уравнению второго порядка:
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Характеристическое уравнение имеет вид 
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Ответ. 
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Разные задачи на уравнения второго порядка и системы:
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1.12. 
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Задачи для самостоятельного решения:
2.1. 
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2.8. 
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2.11. 
[image: image1576.wmf]î

í

ì

+

-

=

=

.

3

2

,

2

1

2

2

1

x

x

x

x

x

&

&

2.12. 
[image: image1577.wmf]î

í

ì

+

+

-

-

=

-

+

=

.

cos

sin

2

,

cos

2

1

2

2

1

1

t

t

x

x

x

t

x

x

x

&

&


Ответы: 2.1. 
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18.Устойчивость по Ляпунову. Основные понятия и определения

Пусть задана нормальная система дифференциальных уравнений с начальными условиями в точке 
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, т.е. непрерывны в области определения 
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 системы (1) называется устойчивым по Ляпунову, если для любого 
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 той же системы, значения которого в точке 
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Если же при сколь угодно малом 
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Если решение 
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 не только устойчиво, но, кроме того, при условии (2) удовлетворяет соотношению
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то это решение называется асимптотически устойчивым.

Замечание.  Если явление описывается системой ДУ с начальными условиями, которые являются результатами измерений и, следовательно, получены с некоторой погрешностью, то возникает вопрос о влиянии малого изменения начальных условий на искомое решение.

Таблица 1  
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	Устойчивый узел
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Таблица 2
	Корни 
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	Действительный, кратности 2:
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Неустойчивое решение не имеет никакого прикладного значения.

Рассмотрим двумерные автономные системы, т.е. системы вида:
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 - это одно из решений системы. Такое решение изображается на фазовом портрете точкой.

Простейшие типы точек покоя: особая точка называется узлом, если каждая траектория примыкает к ней, имея определенную касательную; особая точка называется центром, если она окружена  только замкнутыми траекториями; особая точка называется фокусом, если траектория асимптотически приближается к ней, навиваясь на нее в виде спиралей; особая точка называется седлом, если две пары полутраекторий примыкают к ней, имея определенные касательные, а остальные кривые проходят в окрестности этой точки так, как должны идти горизонтали на карте местности, представляющей собой горный перевал.
Замечание. Исследование  на  устойчивость   решения 
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 системы (1) может быть сведено к исследованию на устойчивость тривиального (нулевого) решения – точки покоя некоторой системы, аналогичной системе (1) (см., например,[2;6;9]).

В дальнейшем, без ограничения общности, можно считать, что на устойчивость исследуется тривиальное решение или, что одно и то же, расположенное в начале координат точка покоя системы ДУ.
19. Простейшие типы точек покоя. Вещественные собственные значения
Рассмотрим автономную систему с постоянными коэффициентами
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В случае отрицательных вещественных собственных значений 
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(асимптотическая устойчивость). В табл. 1 приведена классификация точек покоя.

Пример. Определить характер  и исследовать на устойчивость точку покоя системы 
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Решение. Точка покоя - нулевое решение. Из системы находим 
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Траекторию фазовой кривой легко найти,  исключая t из этой системы    (x / a)2 = y / b, т.е. y = kx2 – парабола, где 
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Ответ:  Точка покоя - неустойчивый узел.
Пример. Определить характер  и исследовать на устойчивость точку покоя системы 
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Решение. Точка покоя - нулевое решение. Из системы находим 
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Траекторию фазовой кривой находим, исключая t из этой системы:
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 , т.е. y = kx2 – парабола (a, b ( 0). Нулевое решение асимптотически устойчиво.

Ответ: Точка покоя - устойчивый узел.
Пример. Определить характер  и исследовать на устойчивость точку покоя системы 
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Решение. Точка покоя - нулевое решение. Из системы находим 
[image: image1685.wmf]î

í

ì

=

=

-

.

,

t

t

be

y

ae

x

 
Уравнение траекторий получим исключением t, заметив, что 
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 - постоянная. Следовательно, y = k / x – гипербола.
Ответ: Седло. Точка покоя неустойчива.
Действительный корень кратности 2:
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В случае отрицательного вещественного собственного значения (корня) 
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, т.е. нулевое решение асимптотически устойчиво. В табл. 2 приведена классификация точек покоя. 

Замечание. Если 
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В табл. 1 и 2 приведена классификация точек покоя.
20. Простейшие типы точек покоя. Комплексные собственные значения
Рассмотрим автономную систему с постоянными коэффициентами:
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характеристическое уравнение с комплексными сопряженными корнями 
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Поэтому 
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Следствие. Если все корни характеристического уравнения системы имеют отрицательную действительную часть, то точка покоя  системы асимптотически устойчива. Если же хотя бы один из корней характеристического уравнения имеет положительную действительную часть, то точка покоя неустойчива. В табл. 3 приведена классификация точек покоя.

Пример. Определить характер  и исследовать на устойчивость точку покоя системы  
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Решение. Находим корни 
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Поэтому 
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В полярных координатах получили семейство логарифмических спиралей. Тривиальное решение асимптотически устойчиво.

Ответ: точка покоя –устойчивый фокус.

Таблица 3
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Пример. Определить характер  и исследовать на устойчивость точку покоя системы  
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 (уравнение эллипса).

Ответ: точка покоя – устойчивый центр, асимптотической устойчивости нет.

Предположим, что правые части системы  
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 дифференцируемы в начале координат достаточное число раз. Разложим по формуле Тейлора  в окрестности начала координат: 
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Система 
[image: image1776.wmf]î

í

ì

+

=

+

=

2

22

1

21

2

2

12

1

11

1

;

x

a

x

a

x

x

a

x

a

x

&

&

 - система по первому приближению для (8).

Пример. Исследовать  на устойчивость по первому приближению точку покоя системы 
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Решение. Для системы 
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Ответ: точка покоя асимптотически устойчива.

Задачи для самостоятельного решения:

Исследовать на устойчивость по первому приближению точки покоя следующих систем:
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Ответы: 1. Устойчива. 2. Неустойчива. 3. Неустойчива. 4. Устойчива. 

5. Устойчива. 6. Неустойчива.
21. Функция  Ляпунова. Теорема Ляпунова об устойчивости
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Доказательство. Заметим, что производная 
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В окрестности начала координат, как в окрестности всякой точки строгого минимума, поверхности уровня 
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Замечание. Общего метода построения функций Ляпунова не существует. В простейших случаях ее следует искать в виде: 
[image: image1819.wmf]2

2

by

ax

V

+

=

, 
[image: image1820.wmf]4

4

by

ax

V

+

=

, 
[image: image1821.wmf]4

2

by

ax

V

+

=

, подбирая надлежащим образом постоянные 
[image: image1822.wmf]0

>

a

 и 
[image: image1823.wmf]0

>

b

.

Пример. Исследовать на устойчивость тривиальное решение 
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Решение.  Пусть функция Ляпунова 
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. Отсюда условие б) тоже выполнено. Тривиальное решение 
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Пример. Исследовать на устойчивость тривиальное решение 
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Решение.  Пусть функция Ляпунова 
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Отсюда 
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, т.е. условие б) тоже выполнено. Тривиальное решение 
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22. Теорема Ляпунова об асимптотической устойчивости
Теорема Ляпунова (об асимптотической устойчивости). Если существует дифференцируемая функция 
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Доказательство. Так как условия теоремы об устойчивости выполнены, то для любого 
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При достаточно большом 
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Пример. Исследовать на устойчивость тривиальное решение 
[image: image1886.wmf]0

º

x

,
[image: image1887.wmf]0

º

y

 системы 
[image: image1888.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

-

=

+

+

-

=

          

.

2

3

1

-

 

  

 

          

;

3

2

3

2

2

3

y

x

y

x

y

xy

y

x

x

&

&


Решение.  Функцию Ляпунова будем искать в виде 
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Ответ: тривиальное решение 
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23. Функция  Ляпунова. Теорема Четаева о неустойчивости
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Пример. Исследовать на устойчивость тривиальное решение
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Решение.  Пусть функция Ляпунова 
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Ответ: тривиальное решение 
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Приложение 1

Таблица основных интегралов
1. 
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Приложение 2

Тест
Не производя вычислений, необходимо выбрать правильный ответ или ответить на вопрос:
1.
Какое из утверждений для числа особых решений уравнения 
[image: image1963.wmf]dy
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 верно: число особых решений уравнения  равно: а) двум; б) одному; в) нет особых решений?

2.
Какое из утверждений для порядка уравнения 
[image: image1964.wmf]y
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 верно: порядок дифференциального  уравнения  равен: а) двум; б) одному; в) трем?
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Пусть  
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 - общий интеграл дифференциального уравнения,


[image: image1966.wmf]3
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 - константы. Какое из утверждений для порядка уравнения верно: порядок дифференциального  уравнения  равен: а) двум; б) одному; в) трем?
4.
Выполняются ли предположения  теоремы Коши для уравнения 
[image: image1967.wmf]x
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 на интервале 
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5.
Линейная комбинация решений дифференциального уравнения является  решением уравнения: а) всегда; б) для линейного однородного уравнения с постоянными коэффициентами; в) для любого линейного однородного уравнения; г) для линейного неоднородного уравнения с постоянными коэффициентами; д) для любого линейного неоднородного уравнения?
6.
Пусть определитель Вронского системы функций равен 0.  Какое из утверждений для системы функций верно: а) линейно зависима; б) линейно независима; в) ничего нельзя сказать о линейной зависимости или линейной независимости системы функций?
7.
Какие из систем функций линейно независимы: а) 
[image: image1969.wmf]x
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8.
Общее решение линейного неоднородного уравнения есть сумма…и…. Вставьте пропущенные слова из списка: а) частного решения однородного уравнения; б) общего решения однородного уравнения; в) частного решения неоднородного уравнения; г) общего решения неоднородного уравнения.
9.
Определить типы дифференциальных уравнений: 1)
[image: image1975.wmf]0
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;                             5) 
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, выбрав нужный ответ из списка: а) уравнение, допускающее понижение порядка; б) уравнение в полных дифференциалах; в) линейное неоднородное уравнение порядка выше 1; г)уравнение Эйлера; д) линейное однородное уравнение порядка выше 1.
10.
Определите типы дифференциальных уравнений: 1) 
[image: image1980.wmf]2
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, выбрав нужный ответ из списка: а) Риккати; б) с разделяющимися переменными; в) однородное; г) Бернулли; д) Клеро.
11.
Установите соответствие между уравнениями: 1) 
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 и заменами, с помощью которых они решаются: а) 
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