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Введение 
 

«Сопротивление   материалов» — наука   о   прочности,   жесткости   и  

устойчивости отдельных элементов конструкций (сооружений и машин). 

Инженеру любой специальности часто приходится производить расчеты на 

прочность. Неправильный расчет самой незначительной на первый взгляд 

детали может повлечь за собой очень тяжелые последствия — привести к 

разрушению конструкции в целом. При проведении расчетов на прочность 

необходимо стремиться к сочетанию надежности работы конструкции с ее 

дешевизной, добиваться наибольшей прочности при наименьшем расходе 

материала. 
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Указания о порядке выполнения контрольных 

работ. 
 

 Каждый студент-заочник выполняет то количество контрольных работ, 

которое предусмотрено учебной программой. 

 Студент обязан взять из таблицы, прилагаемой к условию задачи, 

данные, в соответствии со своим личным номером (шифром), и первыми 

шестью буквами русского алфавита, которые следует расположить под 

шифром, например: 

Шифр 3 5 7 9 0 1 

Буквы А Б В Г Д Е 

 В случае личного номера, состоящего из пяти цифр, то: 

 - в четный год (2014, 2018 и т.д.) вторая цифра «0»;  

- в нечетный год (2011, 2013 и т.д.) третья цифра «0»; 

 - в високосный год (2012, 2016 и т.д.) четвертая цифра «0»; 

- в год, оканчивающийся на «0» (2020, 2030 и т.д.) пятая цифра «0». 

  

Пример: 

Шифр зачетной книжки: 45899. 

 В 2014, 2018 годах шифр для выполнения контрольной работы: 

 

 

  

В 2011, 2013 годах шифр для выполнения контрольной работы: 

 

 

 

В 2012, 2016 годах шифр для выполнения контрольной работы: 

 

 

 

В 2020, 2030 годах шифр для выполнения контрольной работы: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Шифр 4 0 5 8 9 9 

Буквы А Б В Г Д Е 

Шифр 4 5 0 8 9 9 

Буквы А Б В Г Д Е 

Шифр 4 5 8 0 9 9 

Буквы А Б В Г Д Е 

Шифр 4 5 8 9 0 9 

Буквы А Б В Г Д Е 
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1. Расчет статически неопределимого бруса по 

допускаемому напряжению. 
 

 Задание: 

 1. Выразить значение продольной силы на каждом из участков. 

 2. Определить внешнюю нагрузку из допускаемого значения 

напряжения из условия [ ]σσ ≤MAX . 

Приняв: [σ]Сталь=160 МПа; ЕСталь= 2·10
5
 МПа; 

               [σ]Медь=100 МПа; ЕМедь= 1·10
5
 МПа; 

               [σ]
+

Чугун=40 МПа; [σ]
-
Чугун=80 МПа; ЕЧугун= 1,2·10

5
 МПа. 

 3. Построить эпюры внутренних усилий (N), нормальных напряжений 

(σ) и перемещений (U). 

Таблица 1.1 – Исходные данные для задачи (по варианту). 

Номер 

строки 

l1 , 

м 

l2 , 

м 

l3 , 

м 

А, 

см
2
 

Отношение сил 

F1:F2 

1 1 2 1 4 2:1 

2 4 1 1 2 3:2 

3 3 2 1 1,5 1,5:2 

4 2 1 5 0,6 2:3 

5 2 2 3 0,8 4:1,2 

6 3 1 2 3,2 1,2:5 

7 4 1 1 3,6 5:6 

8 1 4 2 4,2 1:4 

9 5 1 1,2 7,1 4:3 

10 1,5 2 3 8 3:1 

Д Е В Г А Б 
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Рисунок 1.1 – Статически неопределимый брус (варианты 1...10). 
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Пример № 1. 
 

 

 

Дано: 

Схема 10, l1=1м; l2=1м; l3=2м; А=2 см
2
; F1:F2= 3:1. 

 

Решение: 

1. Выразить значение продольной силы на каждом из участков. 

Данный вид деформации относится к одноосному напряженному 

состоянию. В жесткой заделке сверху и снизу бруса возникает по три 

опорных реакции (две из них равны «0»): 0
1
== XX RR ; 01 == MM . 

Используя уравнения статики определяем значение опорных реакций 

RY и RY1:                          0)(
112 =+−−=∑ YY RPPRyF , 

т.к. из данного уравнения нельзя выразить две неизвестные опорные реакции, 

то составляем дополнительное уравнение совместности деформации: 

                                            0321 =∆+∆+∆ lll . 

 Мысленно одну из заделок и, используя метод сечения, выражаем 

значение продольных сил (внутреннего силового фактора): 

 Сечение 1-1: 0 ≤ у1 ≤ l3 

 ∑ =−−= 0)( 12 NPRyF Y , откуда 21 PRN Y −= . 

 

 Сечение 2-2: 0 ≤ у2 ≤ l2 

∑ =−−= 0)( 22 NPRyF Y , откуда 22 PRN Y −= . 

 

Сечение 3-3: 0 ≤ у3 ≤ l1 

∑ =−−−= 0)( 312 NPPRyF Y , откуда 123 PPRN Y −−= . 

Используя отношение сил: 21

2

1 3
1

3
PP

P

P
⋅=⇒= , выражаем N3: 

                  2223 43 PRPPRN YY ⋅−=⋅−−= . 

 

2. Определить внешнюю нагрузку из допускаемого значения 

напряжения. 

При центральном растяжении-сжатии напряжение определяется по 

формуле: [ ]σσ ≤=
A

N
. 

Определяем значения напряжения на каждом из участков: 

Участок 1: 
A

PR

A

N Y 21 −
==σ . 

2 0 2 6 0 8 

А Б В Г Д Е 
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Участок 2: 
A

PR

A

N Y 22 −
==σ . 

Участок 3: 
A

PR

A

N Y 23 4⋅−
==σ . 

Величина напряжения на каждом из участков не должна превышать 

допускаемого значения напряжения, которое зависит от материала, из 

которого он изготовлен. 

Абсолютное удлинение каждого участка зависит от его жесткости, 

тогда:                          0132231 =
⋅

+
⋅

+
⋅

СтальМедьЧугун E

l

E

l

E

l σσσ
, 

           
( ) ( ) ( )

0
102,1

14

101

1

102,1

2
5

2

5

2

5

2 =
⋅

⋅⋅−
+

⋅
⋅−

+
⋅

⋅− PRPRPR YYY
. 

                  025,066,166,1 222 =⋅−⋅+−+⋅−⋅ PRPRPR YYY , 

                   222 266,15,066,1 PPPRRR YYY ⋅++⋅=⋅++⋅ , 

                                      2661,4166,3 PRY ⋅=⋅ , 

                                            24718,1 PRY ⋅= . 

Выразим напряжения через неизвестную силу Р2: 

40
102

4718,0

102

4718,1
4

2

4

22
1 =

⋅
⋅

=
⋅

−⋅
= −−

РРР
σ , 

40
102

4718,0
4

2
2 =

⋅

⋅
=

−

Р
σ , 

160
102

5282,2

102

44718,1
4

2

4

22
3 −=

⋅
⋅−

=
⋅

⋅−⋅
= −−

РРР
σ . 

Из всех уравнений выражаем силу Р2: 

МНР 4

2 1056337,169 −⋅= , 

МНР 4

2 109084,423 −⋅= , 

МНР 4

2 1057,126 −⋅= . 

Допускаемое значение силы Р2: [ ] 22 min PР = , тогда  

МНР 4

2 1057,126 −⋅= . 

 

3. Построить эпюры внутренних усилий, нормальных напряжений и 

перемещений. 

MHRY

44 10286,1864718,11057,126 −− ⋅=⋅⋅= . 

 Продольная сила равна: 

MHN 44

1 10716,5910)57,126286,186( −− ⋅=⋅−= , 

MHN 4

2 10716,59 −⋅= , 

MHN 44

3 10994,31910)57,1264286,186( −− ⋅−=⋅⋅−= . 
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МПа
A

N
858,29

102

10716,59
4

4

1
1 =

⋅
⋅

== −

−

σ , 

МПа
A

N
858,29

102

10716,59
4

4

2
2 =

⋅

⋅
==

−

−

σ , 

МПа
A

N
997,159

102

10994,319
4

4

3
3 −=

⋅
⋅

−== −

−

σ . 

 Используя формулу ii lUU ∆+=+ 01  определяем перемещение каждой 

границы: 

 - участок ВС: м
E

l
l

Чугун

BC

5

5

31 10763,49
102,1

2858,29 −⋅=
⋅

⋅
=

⋅
=∆
σ

; 

 - участок CD: м
E

l
l

Медь

CD

5

5

22 10858,29
101

2858,29 −⋅=
⋅

⋅
=

⋅
=∆
σ

; 

 - участок DE: м
E

l
l

Сталь

DE

5

5

22 1099,79
102

2997,159 −⋅−=
⋅

⋅−
=

⋅
=∆

σ
. 

 Таким образом, 010)99,79858,29763,49( 5 =⋅−+=∆+∆+∆ −
DECDBC lll . 

 Строим эпюры (рис. 1.2). 
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Рисунок 1.2 – Статически неопределимый брус. 
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2. Расчет статически определимой шарнирно-

стержневой системы. 

Абсолютно жесткий брус опирается шарнирно неподвижную опору и 

прикреплен к двум стержням при помощи шарниров (рис. 2.1).  

Требуется: 

 1) найти усилия и напряжения в стержнях, выразив их через силу Q; 

 2) найти допускаемую нагрузку Qдоп, приравняв большее из напряжений 

в двух стержнях допускаемому напряжению [σ]=160 МПа; 

3) найти предельную грузоподъемность системы 
к

тQ  и допускаемую 

нагрузку Qдоп, если предел текучести σт = 240 МПа и коэффициент запаса 

прочности k =1,5; 

 4) сравнить величины Qдоп, полученные при расчете по допускаемым 

напряжениям (см. пункт 2) и допускаемым нагрузкам (см. пункт 3).  

 Данные взять из табл.2.1. 
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Указания: Для определения двух неизвестных усилий в стержнях 

следует составить одно уравнение статики и одно уравнение совместности 

деформаций. 

Для ответа на третий вопрос задачи следует иметь в виду, что в одном 

из стержней напряжение больше, чем в другом; условно назовем этот 

стержень первым. При увеличении нагрузки напряжение в первом стержне 

достигнет предела текучести ранее, чем во втором. Когда это произойдет, 

напряжение в первом стержне не будет некоторое время расти даже при 

увеличении нагрузки, система станет как бы статически определимой, 

нагруженной силой Q (пока еще неизвестной) и усилием в первом стержне: 

 11 FN Т ⋅=σ                                              (2.1) 

При дальнейшем увеличении нагрузки напряжение и во втором 

стержне достигнет предела текучести: 

 22 FN Т ⋅=σ                                              (2.2) 

Написав уравнение статики и подставив в него значения усилий (2.1) и 

(2.2), найдем из этого уравнения предельную грузоподъемность 
к

тQ . 

 

 

 

 

 

 

 

Q 

2·A 

b 

a c 

A 

b 

VII 

 

Q 

2·A 

b 

c a 

A 

b 

IX 

2·A 

Q 
A b 

b c a 

VIII 

A 

Q 
2·A a b 

c 

a 

b 

X 

Рисунок 2.1 – Стержневые системы (по варианту). 
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Таблица 2 .1  Данные для задачи №2 (по варианту) .  

a b с 
№ 

строки 

Схема 

по 

рис. 2.1 

А, см² 
м 

1 I 11 2,1 2,1 1,1 

2 II 12 2,2 2,2 1,2 

3 III 13 2,3 2,3 1,3 

4 IV 14 2,4 2,4 1,4 

5 V 15 2,5 2,5 1,5 

6 VI 16 2,6 2,6 1,6 

7 VII 17 2,7 2,7 1,7 

8 VIII 18 2,8 

^ 
2,8 1,8 

9 IX 19 2,9 2,9 1,9 

0 X 20 3,0 3,0 2,0 

 Е В Г Д Е 
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Пример № 2 
 

 

 

Дано:  

Схема 10; 

;5,1;2;3;6,2;11 2 ===== kмcмbмaсмА  

МПaМПaТ 96,156][;44,235 == σσ  

 

Решение: 

1. Определение величин усилий в тягах и реакций в опоре С. 

Для определения величин усилий в тягах в зависимости от Q применим 

метод сечений. Сделав сечение по всем тягам и, приложив в местах сечения 

усилия N1 и N2, возникающие в тягах, рассмотрим равновесие оставшейся 

части, нагруженной продольными усилиями в тягах N1 и N2, реакциями 

опоры C (RC и HC) и силой Q (рис. 2.2). Составим уравнение равновесия 

статики для оставшейся части, получим: 

             ∑ = ;0z  045cos 0

2 =−⋅ CHN ;                                   (2.1) 

           ∑ = ;0у  045cos 0

21 =⋅−−− NNQRC ;                          (2.2) 

∑ = ;0)( KC Fm  045sin)( 0

21 =⋅⋅−+⋅−⋅ bNcbNaQ .                  (2.3) 

Из уравнений равновесия видно, что система статически неопределима, 

так как три уравнения равновесия содержат в своем составе четыре 

неизвестных. Поэтому, для решения задачи необходимо составить 

дополнительное уравнение совместности деформаций, раскрывающее 

статическую неопределимость системы. Для составления дополнительного 

уравнения рассмотрим, деформированное состояние системы (рис. 2.2-в) 

имея в виду, что брус абсолютно жесткий и поэтому после деформации тяг 

остается прямолинейным. Это дополнительное уравнение получим, 
рассматривая ∆САА

I
 и ∆СВВ

I
. Эти треугольники подобны, поэтому:

    

                                           b

BB

cb

АА ′
=

+

′
, 

где 1lАА ∆=′ — удлинение первой тяги.  

Для определения абсолютного удлинения стержня №2 используем диаграмму 

Виллио: Продолжаем первоначальное направление стержня и из конечного 

положения В
I
 восстанавливаем перпендикуляр 2lВO ∆= . 

Отрезок 2lВO ∆= — представляет собой удлинение стержня FB. 

Вследствие малости удлинения стержней (по сравнению с их длиной) можно 

считать, что угол α практически не меняется и дуга может быть заменена 

перпендикуляром, опущенным из узла В
I
 на новое направление стержня.  

1 6 0 0 

В Г Д Е 
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Тогда из прямоугольного треугольника ∆ВВ
I
О получим соотношение:  

                                      αα coscos

2lBO
BB

∆
==′ .  

Тогда запишем уравнение совместности деформаций в виде: 

                                         
cb

l

b

l

+

∆
=

⋅

∆ 12

cosα .
                                             (2.4) 

Выразив деформации тяг по формуле определения абсолютного 

удлинения, получим: 

       
E

N

E

N

AE

aN

AE

lN
l 1

4

1111
1 64,2363

1011

6,2
⋅=

⋅⋅
⋅

=
⋅
⋅

=
⋅
⋅

=∆
− ; 

               
E

N

E

N

AE

bN

AE

lN
l 2

4

2

0

222
2 76,1928

10112707,0

3

245cos2
=

⋅⋅⋅⋅
⋅

=
⋅⋅⋅

⋅
=

⋅⋅
⋅

=∆
− . 

Подставляя эти уравнения в  выражение (2.4), получим: 

                                         )23(

64,2363

707,03

76,1928 12

+⋅

⋅
=

⋅⋅

⋅

E

N

E

N
 ,      

отсюда: 21 92,1 NN ⋅= .  

Подставив найденное выражение в уравнение (2.3), получим: 

                                          045sin)( 0

21 =⋅⋅−+⋅−⋅ bNcbNaQ  

                                 0707,03)23(92,16,2 22 =⋅⋅−⋅+⋅−⋅ NNQ   

отсюда: ;22,02 QN ⋅=  

тогда QN ⋅= 425,01 ; 

Опорную реакцию RC определяем из уравнения (2.2): 

                           
QRQQQR

NNQR

cc

c

⋅=⇒=⋅⋅−⋅−−

=⋅−−−

58,10070722,0425,0

045cos 0

21

 

После определения величин усилий в тягах N1 и N2 и реакции RС 

необходимо проверить правильность их вычисления. Для этого составим 

уравнение равновесия статики: 

;0)(0 =∑ кFm
r

 0)( 1 =⋅−⋅−+⋅ cNbRbaQ С  

                                02425,0358,1)36,2( =⋅⋅−⋅⋅−+⋅ QQQ  – верно. 

 

2. Определим напряжения в стержнях. 

Определим нормальные напряжения, возникающие в тягах, учитывая 

то, что тяги работают на растяжение: 

                                       
;4,386

1011

425,0
4

1
1 Q

Q

А

N
⋅=

⋅
⋅

== −σ          

                                       .100
10112

22,0

2 4

2
2 Q

Q

А

N
⋅=

⋅⋅
⋅

=
⋅

=
−

σ  

Полученные величины напряжении показывают, что в тяге 1 
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напряжение достигнет предела текучести раньше, чем в тяге 2, т.к. 
21 σσ > . 

Поэтому, приравняв напряжение σ1 к допускаемому напряжению, получим: 

                                    кHQQ доп 2,4061096,1564,386 6 =⇒⋅=⋅ . 

 

3. Определение предельной грузоподъемности QT   (no методу 

разрушающих нагрузок). 

  При исчерпании несущей способности всех тяг напряжения в них 

достигнут предела текучести σт. В этом случае предельные усилия, которые 

возникнут в тягах, будут равны: 

кHАN

кHАN

Тnp

Тnp

97,5171044,235101122

98,2581044,2351011

64

2

64

1

=⋅⋅⋅⋅=⋅⋅=

=⋅⋅⋅=⋅=
−

−

σ

σ
 

Предельную величину внешней нагрузки, соответствующую 

исчерпанию несущей способности, найдем, из уравнения (2.3), подставив в 

него предельные значения N1пр и N2пр: 

кHQQ

bNcbNaQ

доп

npnp

58,92003707,097,517)23(98,2586,2

045sin)( 0

21

=⇒=⋅⋅−+⋅−⋅

=⋅⋅−+⋅−⋅
 

Грузоподъемность конструкции из  расчета по методу разрушающих 

нагрузок получим путем, деления значения кHQдоп 58,920=  на коэффициент 

запаса :5,1=k  

                                      кHQ К

Т 72,613
5,1

58,920
== . 

Сравнивая полученные значения грузоподъемностей, видим, что 

грузоподъемность из расчета по методу разрушающих нагрузок больше 

грузоподъемности из расчета по методу допускаемых напряжений на: 

                                  

%1,51%100
2,406

2,40672,613
=⋅

−
,  

что говорит о скрытых возможностях грузоподъемности  статически  

неопределимых систем, за счет перераспределения внутренних усилий при 

переходе в пластическое состояние. 
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∆l2 

A 

A
I 
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B
I 

D
I 

D 
C 

O 

Рисунок 2.2 – Балка, содержащая жесткий элемент. 
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3. Расчет статически неопределимой стержневой 

системы. 
 

 Задание: 

 1. Для стержневой системы составить все уравнения, необходимые для 

нахождения усилий. 

 2. Определить площадь поперечного сечения стержней из расчета на 

прочность по допускаемому напряжению, при условии σТ=240 МПа, k=1,2. 

 Примечание: 

 - горизонтальный брус считать недеформируемым его весом 

пренебречь; 

- дано отношение площадей; 

- нагрузка Р, размер а заданы в табл. 3.1; 

- ЕСталь= 2·10
5
 МПа; ЕЧугун= 2·10

5
 МПа; ЕМедь= 2·10

5
 МПа. 

 

Таблица 3.1 – Исходные данные для задачи. 

№ 

варианта 

Р, 

кН 

а, 

м 

α, 

град 

β, 

град 
А1:А2:А3:А4 

1 20 1,0 20 45 1:3:4:1 

2 15 2,0 30 20 1:2:2:5 

3 7 3,0 45 50 1:3:1:3 

4 8,5 1,0 60 60 3:2:1:1 

5 20 4,0 90 20 2:3:2:4 

6 100 5,0 30 30 2:5:1:5 

7 120 0,5 50 30 1,5:2:1,5:3 

8 160 0,7 60 45 2:4:1,5:7 

9 200 0,3 45 60 1,3:2:5:6 

10 15 2,0 90 60 2:2:2:1 

Д Е В Г А Б 
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Выделение

Master
Выделение

Master
Выделение

Master
Выделение

Master
Выделение

Master
Выделение
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2    a    

1
  

  , 
  

 
2

  
  a
  

  

P    P    

с    т    а    л    ь    

 

2    a    

a
  
  

P    

a    b    

с    т    а    л    ь    

м    е    д    ь    

 
Вариант 1      Вариант 2 

1    ,    5    a    

P    

1    ,    5    a    0
  

  , 
  

 
5
  

  а
  

  
а
  

  
0
  

  , 
  

 
5
  

  а
  

  

с    т    а    л    ь    

 
0    ,    8    a    a    

1
  

  
, 

  
 

2
  

  
а
  

  P    

с    т    а    л    ь    

м    е    д    ь    

 
Вариант 3      Вариант 4 

a    a    

Р    а
  

  
1

  
  , 
  

 
2

  
  а
  

  

ч    у    г    у    н    

с    т    а    л    ь    

  
Р    

1
   

 
,  

  5
   

 
а

   
 

2    а    

a 
   

с    т    а    л    ь    

м    е    д    ь    

ч    у    г    у    н    

 
Вариант 5     Вариант 6 

 

Рисунок 3.1 – Стержневые системы (варианты 1...6). 
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a    a    

Р    
а
  
  

b    

а    а    
  

а    а    

1
  

  , 
  

 
2

  
  а
  

  

Р    
с    т    а    л    ь    

ч    у    г    у    н    
 

Вариант 7     Вариант 8 

 

 

1    ,    2    a    

a
  
  

P    

ч    у    г    у    н    

м    е    д    ь    

с    т    а    л    ь    

 

P    

1    ,    5    a    1    ,    5    a    

a
  

  
0

  
  

, 
  

 
8

  
  a
  

  ч    у    г    у    н    

с    т    а    л    ь    

 
Вариант 9     Вариант 10 

Рисунок 3.2 – Стержневые системы (варианты 7...10). 
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Пример №3. 
 

Дано: 

Р=40 кН; А1:А2:А3:А4= 2:1:3:1;  

 

Решение: 

Усилия, возникающие в стержнях обозначим N1; N2; N3; N4. Действие 

этих усилий, а также внешней нагрузки на горизонтальный брус изобразим 

на диаграмме усилий (рис. 3.3-б). Из рассмотрения этой диаграммы можно 

составить 3 уравнения равновесия. Суммируя проекции всех сил на 

горизонтальную ось, получим первое уравнение: 

                                          0sin3 =⋅ αN . 

Так как 0sin
22

≠
+

=
la

a
α , то из этого уравнения следует, что N3≠0. 

Второе уравнение: проекция всех сил на вертикальную ось: 

                                             0421 =−++ PNNN . 

 Третье уравнение получим, вычисляя сумму моментов всех сил 

относительно какой либо точки, например, точки приложения силы Р: 

                                   02 41 =⋅⋅−⋅ aNаN . 

 Полученные три уравнения статики относительно четырех усилий 

свидетельствуют о том, что данная система является один раз статически 

неопределимой. Для получения уравнения совместности деформации 

рассмотрим перемещение горизонтального бруса при деформации стержней. 

Под действием внешней нагрузки брус смещается как жесткое целое. 

Уравнения первого, второго и четвертого стержней обозначим, 

соответственно, l1; l2; l4 и изобразим эти уравнения на диаграмме 

перемещений (рис. 3.3-в). 

 Установим геометрическую связь между удлинениями. Из подобия 

этих треугольников следует: 

                
a

ll

a

ll

⋅
∆−∆

=
∆−∆

2

4221
 или 032 421 =∆+∆⋅−∆⋅ lll . 

 Выразим деформации через усилия: 

1

1
1

AE

lN
l

⋅
⋅

=∆ ; 

2

2

2

2
2

2 AE

lN

AE

lN
l

⋅⋅
⋅

+
⋅
⋅

=∆ ; 

4

4
4

2

AE

lN
l

⋅
⋅⋅

=∆ . 
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Из отношения А1:А2:А3:А4= 2:1:3:1 следует, что: 

2
2

1 =
А

А
 или 

2

1
2

А
А = ; 

2
4

1 =
А

А
 или 

2

1
4

А
А = . 

        
1

2

1

2
2

2

AE

lN

AE

lN
l

⋅

⋅
+

⋅

⋅⋅
=∆ , 

1

4
4

4

AE

lN
l

⋅

⋅⋅
=∆ , 

1

1
1

AE

lN
l

⋅
⋅

=∆ ., 

                               0492 421 =⋅+⋅−⋅ NNN . 

Замыкающее уравнение и уравнения статики позволяют выразить усилия в 

стержнях: 









⋅=

=−++

=⋅+⋅−

41

421

421

2

0

025,4

NN

PNNN

NNN

, 









=⋅−⋅+⋅+⋅

+

=⋅+⋅−

05,45,45,45,4

025,4

421

421

PNNN

NNN

, 

таким образом  05,45,65,5 41 =⋅−⋅+⋅ PNN , 

так как 41 2 NN ⋅= , то 05,45,611 44 =⋅−⋅+⋅ PNN , 

              или кНN 286,104 =  , кНN 871,201 = . 

                     142 NNPN −−=  или кНN 143,92 = . 

Из расчета на прочность определяем площадь сечения стержней:  

                                            [ ]σ
N

A ≥ , 

где [σ] – допускаемое напряжение, определяется [ ] МПа
k

T 200==
σ

σ . 

                   [ ]
223

3

1
1 03,1101028,0

200

10571,20
смм

N
A =⋅=

⋅
=≥ −

−

σ , 

2

2 515,0 смА = , 
2

3 545,1 смА = , 
2

4 515,0 смА = . 
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A4 
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α 

a) 

б) 

∆l1 

∆l2 

∆l4 
в) 

Рисунок 3.3 – Стержневая система. 

P 
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4. Геометрические характеристики плоских 

сечений. 

Для заданного в табл. 4.1 поперечного сечения, состоящего из 

швеллера и равнобокого уголка или из двутавра и равнобокого уголка, или из 

швеллера и двутавра (рис. 4.1 – 4.2), требуется: 

 1) определить положение центра тяжести; 

 2) найти величины осевых (экваториальных) и центробежного моментов 

инерции относительно центральных осей (zC и yC); 

 3) определить направление главных центральных осей (U и V); 

 4) найти величины моментов инерции относительно главных 

центральных осей; 

 5) вычертить сечение в масштабе 1:1 (на миллиметровочной бумаге) и 

указать на нем все размеры в числах и все оси. 

При расчете все необходимые данные следует брать из таблиц 

сортамента и, ни в коем случае, не заменять части профилей 

прямоугольниками. 

 
 

 

I II III 

b 

IV V VI 

Рисунок 4.1 – Составное сечение (варианты 1...6). 
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Таблица 4.1 – Данные для элементов составного сечения. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

№ 

строки 

 

 

Тип 

сечения по 

рис. 4.1-4.2 

Швеллер 
Равнобокий 

уголок 
Двутавр 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0  

I 

II 

III 

IV 

V 

VI 

VII 

VIII 

IX 

X 

 

14 

16 

18 

20 

22 

24 

27 

30 

33 

36 

80•80•8 

80•30•6 

90•90•8 

90•90•7 

90•90•6 

100•100•8 

100•100•10 

100•100•12 

125•125•10 

125•125•12  

12 

14 

16 

18 

20a  

20 

22a 

22 

24a 

24 

 Е Г Д Е 

VII VIII 

b 

IX 

a 

X 

2a 

Рисунок 4.2 - Составное сечение (варианты 7...10). 

Master
Выделение

Master
Выделение

Master
Выделение

Master
Выделение
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Пример №4 
 

 

 

Дано:  

Схема 10; швеллер № 24; двутавр № 24. 

 

Решение:  

Из сортамента выписываем, все необходимые геометрические 

характеристики для профилей, входящих в составное сечение: 

Двутавр № 24 (ГОСТ 8239-72): hдв= 0,24 м; bдв= 0,115 м;  

Адв= 34,8·10
-
4 м

2
; JХдв= 3460·10

-8
 м

4
; JYдв= 198·10

-8
 м

4
. 

Швеллер №24  (ГОСТ 8240-72) :  hшв= 0,24 м; bшв= 0,09 м;  

Ашв= 30,6·10
-
4 м

2
; JХдв= 2900·10

-8
 м

4
; JYдв= 208·10

-8
 м

4
; ZОшв= 0,0242 м. 

 

1. Определение общей площади составного сечения. 

  Общая площадь составного сечения определяется по формуле: 

                           
2444 104,65106,30108,34 мААА швдв

−−− ⋅=⋅+⋅=+= . 

 

2. Определение центра тяжести составного сечения. 

В качестве вспомогательных осей для определения положения центра 

тяжести примем горизонтальную и вертикальную оси Хшв и Yшв, проходящие 

через центр тяжести швеллера. Статические моменты площади всего сечения 

относительно этих осей будут равны: 

         
354 1092,13

3

24,0
24,05,0108,34

3
5,0 м

h
hАS шв

швдвХдв

−− ⋅=






 −⋅⋅⋅=






 −⋅⋅= ; 

        ( ) ( ) 354 1018,5024,05,00242,0108,345,0 мhZoАS двшвдвYдв

−− ⋅=⋅+⋅⋅=⋅+⋅= . 

Координаты центра тяжести вычисляем, по формулам: 

                                            .021,0
104,65

1092,13
4

5

м
А

S
Y Xдв

C =
⋅
⋅

==
−

−

 

 

3. Определение осевых и центробежного моментов инерции сечения 

относительно осей, проходящих через центр тяжести составного сечения. 

Для определения указанных моментов инерции составного сечения 

воспользуемся формулами, выражающими зависимость между моментами 

инерции относительно параллельных осей: 

                                           ;22

швшвXшвдвдвYдвХ aАJaАJJ
С

⋅++⋅+=                          (4.1) 

                                         ;22

швшвYшвдвдвXдвY cАJcАJJ
C

⋅++⋅+=                          (4.2) 

                                  .швшвшв

шв

XYдвдвдв

дв

XYYX caАJсaАJJ
CC

⋅⋅++⋅⋅+=                (4.3) 

 

1 6 0 0 

В Г Д Е 
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В этих формулах расстояние между осями, проходящими через центр 

тяжести составного сечения, и осями, проходящими через центры тяжести 

каждой составной части фигуры ашв и сдв (рис. 4.3) в рассматриваемом случае 

будут равны: 

                          ;021,0 мya Сшв −=−=   ;077,0 мxс Сшв −=−=  

                мy
h

ha С
шв

швдв 019,0021,0
3

24,0
24,05,0

3
5,0 =−−⋅=−−⋅= ; 

                мxhZc СдвОшвдв 067,0077,024,05,00242,05,0 =−⋅+=−⋅+= . 

Подставив числовые значения величин в формулы (4.1) и  (4.2), 

получим: 

                                      
;22

швшвXшвдвдвYдвX aАJaАJJ
C

⋅++⋅+=
 

;1059,33)021,0(106,30102900)019,0(108,3410198 46248288 мJ
CX

−−−−− ⋅=−⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅=  

                                      ;22

швшвYшвдвдвXдвY cАJcАJJ
C

⋅++⋅+=  

   .1044,70)077,0(10208)067,0(108,34103460 4624248 мJ
CY

−−−− ⋅=−⋅⋅+⋅⋅+⋅=  

При вычислении центробежного момента инерции составного сечения 

следует иметь в виду, что 
дв

XYJ  и 
шв

XYJ
 равны нулю, так как швеллер и двутавр 

имеют оси симметрии. Тогда: 

                         ;швшвшв

шв

XYдвдвдв

дв

XYYX caАJcaАJJ
CC

⋅⋅++⋅⋅+=  

.1038,9)077,0()021,0(106,300)067,0()019,0(108,340 4644 мJ
CCYX

−−− ⋅=−⋅−⋅⋅++⋅⋅⋅+=  

 

4. Определение положения главных центральных осей инерции 

составного сечения. 

Угол наклона главных осей инерции, проходящих через центр тяжести 

составного сечения, к центральным осям, инерции ХС и YС определим по 

формуле: 

921385262509,0
1044,701059,33

1038,922
2

00

66

6

′≈⇒′≈⇒=
⋅−⋅

⋅⋅
−=

−

⋅
−= −−

−

ααα
СC

CC

YX

YX

JJ

J
tg . 

Так как угол получился положительным, то для отыскания положения 

главной оси максимального момента инерции U следует ось YC, осевой 

момент инерции относительно которой имеет наибольшее значение, 

повернуть на угол α против хода часовой стрелки. Вторая ось минимального 

момента инерции V будет перпендикулярна оси U. 
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5. Нахождение главных моментов инерции составного сечения и 

проведение проверок правильности их вычисления. 

Величины главных центральных  моментов инерции составного 

сечения вычисляем, по формуле: 

                                  ;
22

2

2

min. CC

CCCC

YX

YXYX

MAX J
JJJJ

J +






 −
±

+
=  

;1069,7210)675,20015,52(1038,9
2

44,7059,33

2

44,7059,33 46662

2

мJMAX

−−− ⋅=⋅+=⋅













+





 −
+

+
=

                                    
466

min 1034,3110)675,20015,52( мJ −− ⋅=⋅−=  

Для контроля правильности вычисления величины моментов инерции 

составного сечения производим проверки.  

1-ая проверка: constJJJJ
CC YXMAX =+=+ min  

  
466666 1003,1041044,701059,331034,311069,72 м−−−−− ⋅=⋅+⋅=⋅+⋅  – const  –верно 

  2-ая проверка: 0>>>
CC XYMAX JJJ  

                            −>⋅>⋅>⋅ −−− 01059,331044,701069,72 666

 верно. 

Проверки удовлетворяются, что говорит о правильности вычисления 

моментов инерции составного сечения. 

 

6. Определение радиусов эллипса инерции iMAX и imin. 

Используя формулы 
2

A

J
i MAX
MAX =  и 

2 min
min

A

J
i = , 

определяем значения радиусов инерции сечения и откладываем его по осям 

U и V: 

                     сммiMAX 5,10105,0
104,65

1069,72
2

4

6

==
⋅
⋅

= −

−

, 

                       сммi 9,6069,0
104,65

1034,31
2

4

6

min ==
⋅
⋅

=
−

−

. 
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5. Кручение вала. 

К стальному валу приложены три известных момента: M1, М2, М3 

(рис.5.1 – 5.2).  

Требуется: 

 1) установить, при каком значении момента X угол поворота правого 

концевого сечения вала равен нулю; 

 2) для   найденного  значения X  построить  эпюру  крутящих  

моментов; 

 3) при заданном значении [τ] определить диаметр вала из расчета на 

прочность и округлить его величину до ближайшей большей, соответственно 

равной: 30, 35, 40, 45, 50, 60, 70, 80, 90, 100 мм; 

 4) построить эпюру углов закручивания; 

 5) найти наибольший относительный угол закручивания (на 1 пог. м). 

  Данные взять из табл. 5.1. 

 
 

а b c а а b c а 

I II 

а b c а 

III 

M1 M2 M3 X M1 M2 M3 X 

M1 M2 M3 X 

а b c а 

IV 
M1 M2 M3 X 

V 
M1 M2 M3 X 

а b c а 

VI 
M1 M2 M3 X 

а b c а 

Рисунок 5.1 – Расчетные схемы (варианты 1...6). 



 31

 

 

Таблица  5.1 – Данные для задачи №5. 

Расстояния, м Моменты, 

кгс·м 

№ 

строки 

 

 

Схема 

по рис. 

5.1 – 5.2 

 
а b с 

M1 M2 M3 

 

[τ], 

кгс/см
2
 

 

1 I 1,1 1,1 1,1 110 110 110 350 

2 II 1,2 1,2 1,2 120 120 120 400 

3 III 1,3 1,3 1,3 130 130 130 450 

4 IV 1,4 1,4 1,4 140 140 140 500 

5 V 1,5 1,5 1,5 150 150 150 550 

6 VI 1,6 1,6 1,6 160 60 160 600 

7 VII 1,7 1,7 1,7 170 70 170 650 

8 VIII 1,8 1,8 1,8 180 80 180 700 

9 IX 1,9 1,9 1,9 190 90 190 750 

0 X 2,0 2,0 2,0 200 100 200 800 

 Е Г Д Е Г Д Е В 

 

 

 

 

 

 

 

 

VII 
M1 M2 M3 X 

а b c а 

VIII 
M1 M2 M3 X 

а b c а 

IX 
M1 M2 M3 X 

а b c а 

X 
M1 M2 M3 X 

а b c а 

Рисунок 5.2 - Расчетные схемы (варианты 7...10). 

Master
Выделение

Master
Выделение

Master
Выделение

Master
Выделение

Master
Выделение

Master
Выделение

Master
Выделение

Master
Выделение
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ЗАДАЧА №5 
 

 

 

Дано:  
Схема 10; а= 1,6 м; b=2 м; с =2 м; М1 = 1570 Н·м; М2 = 981 Н·м;  

М3 = 1962 Н·м; [τ] = 34,34 МПа. 

 

Решение: 

 

1 6 0 0 

В Г Д Е 

 Мкр, Н·м 

M1 M2 M3 

М4= X 

а b c а 

1275,6 

1275,6 

1275,4 

1275,4 

 φ, рад 

0,02 

0,014 

0,011 

а) расчетная схема б) эпюра Мкр, Н·м; в) эпюра φ, рад 

Рисунок 5.3 – Расчет вала на прочность. 

а) 

б) 

в) 

I II II

I 

IV 
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1. Установим, при каком значении момента Х угол поворота правого 

концевого сечения вала равен «0».  

Определим по методу сечений крутящий момент в сечении IV.  

Крутящий момент в любом, поперечном сечении определяется как 

алгебраическая сумма скручивающих внешних моментов, действующих по 

одну сторону от рассматриваемого сечения. Знак момента принимается 

положительным, если крутящий момент, приложенный к сечению, при 

взгляде на него со стороны внешней нормали, вращает сечение по ходу 

часовой стрелки.  

Рассмотрим сечение IV и равновесие правой отсеченной части: 

4 участок: ;04 =−=∑ XMM крnp ;4 XM кр =  

3 участок: ;033 =−−=∑ MXMM крnp  ;33 MXM кр +=  

2 участок: ;0232 =+−−=∑ MMXMM крnp  ;232 MMXM кр −+=  

1 участок: ;01231 =++−−=∑ MMMXMM крnp  /1231 MMMXM кр −−+=  

При нахождении угла закручивания на любом участке пользуемся 

формулой:                               
p

iкрi

npii
LG

хM

⋅

⋅
+= −1ϕϕ . 

Определим угол закручивания стержня на конце правого участка: 

                             
р

кр

р

кр

р

кр

р

кр

np
JG

aM

JG

cM

JG

bM

JG

aM

⋅

⋅
+

⋅

⋅
+

⋅

⋅
+

⋅

⋅
= 4321

4ϕ   

Так как φ4кр по условию задачи равен «0»,  то :)0( ≠⋅ рJG
 

                           04321 =⋅+⋅+⋅+⋅ аМсМbМаМ кркркркр ; 

         0)()()( 323123 =⋅+⋅++⋅−++⋅−−+ аХсМХbММХаМММХ  

             
мH

cba

cMMMbMMMa
Х

⋅−=
++⋅

⋅+−⋅+−−⋅
−

=
++

⋅+−⋅+−−⋅
−=

6,686
226,12

21962)9811962(2)15709811962(6,1

2

)()( 323123

 

Знак «—» говорит о том, что момент Х направлен противоположно 

показанному на рисунке. Для найденного значения Х построим эпюру 

крутящих моментов (рис.5.3-б). 

4 участок: ;044 =+=∑ MMM крnp  ;6,68644 HмMM кр −=−=  

3 участок: ;0343 =−+=∑ MMMM крnp ;4,1275343 HмMMM кр =+−=  

2 участок: ;02342 =+−+=∑ MMMMM крnp HмMMMM кр 4,2942342 =−+−=  

1 участок: ;012341 =++−+=∑ MMMMMM крnp     

                    HмMMMMM кр 6,127512341 −=−−+−= . 
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2. При заданном значении [τ] определим диаметр вала из расчета на 

прочность.  

Округлим его до ближайшего значения 30; 35; 40; 45; 50; 60; 70; 80; 90; 

100мм. 

Условие прочности при расчете деталей на кручение имеет вид: 

                                                       

][ττ ≤=
p

кр

W

M

 .                                 (5.1) 

Так как, полярный момент сопротивления для круглого сечения: 

                                                     

,
16

3d
Wp

⋅
=

π
                                       (5.2)  

то, подставляя выражение (2.2) в (2.1) , получим 3

][

16

τπ ⋅

⋅
= крM

d

  .      (2.3)

 

Из эпюры крутящих моментов видно, что максимальный крутящий 

момент: мHM кр ⋅= 6,12751  . 

Диаметр стержня (вала) определим по формуле (5.3), приняв его по 

всей длине одинаковым: мммd 57057,0
1034,3414,3

6,127516
3

6
==

⋅⋅

⋅
=            

В соответствии с приведенным рядом принимает: d= 60 мм. 

 

3.  Построим, эпюру углов закручивания.  

Для этого определим:
47

44

1072,12
32

06,014,3

32
м

d
J p

−⋅=
⋅

=
⋅

=
π

 . 

Так   как,   крутящие моменты   на   всех  участках  постоянны,   то 

эпюры    углов   закручивания   будут    прямолинейны.  Определим  углы 

закручивания в соответствии    с    формулой    (5.1),    при    левом,    конце 

защемленном, то есть 0=Аϕ : 

;014,0
101736

24,294
02,0

;02,0
1072,12108

6,16,1275

2

12

710

1

1

рад
JG

bM

рад
JG

aM

p

кр

npnp

p

кр

np

−=
⋅

+−=
⋅

⋅
+=

−=
⋅⋅⋅

⋅
−=

⋅

⋅
=

ϕϕ

ϕ
 

.0
101736

6,16,686
011,0

;011,0
101736

24,1275
014,0

4

34

3

23

=
⋅

−=
⋅

⋅
+=

=
⋅

+−=
⋅

⋅
+=

p

кр

npnp

p

кр

npnp

JG

aM

рад
JG

cM

ϕϕ

ϕϕ
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4. Как    видно    из    эпюры    углов   закручивания    (рис. 5.3-в)     

наибольший относительный угол закручивания (на 1 м)  будет на I-ом 

участке и III-ем участке: 

                          
м

рад

a

np
0125,0

6,1

002,001

max =
−−

=
−

=
ϕ

ϕ . 
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6. Напряженно-деформированное состояние в 

точке. 
 

 Задание: 

 Для напряженного состояния (рис. 6.1 - 6.2) (напряжения даны в МПа). 

 

 Определить: 

 1) значения главных напряжений; 

 2) положение площадки, по которой действуют главные напряжения; 

 3) максимальные касательные напряжения; 

 4) главные деформации и относительное изменение объема. 

 

 Примечание: 

 Принять Е=200 ГПа, µ=0,3. 

 

 

z 

x 

y 

80 

50 

I II 

z 

x 

y 

100 

20 

III 

z 

y 

x 
75 

43,3 

25 

IV 

y 

x 

40 

25,3 

z 

25,3 

V 

z 

y 

x 

40 

25,3 

VI 

y 

x 

80 

50 

z 

90 
25,3 

Рисунок 6.1 – Напряженное состояние (варианты 1...6). 

50 
20 

43,3 

50 
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z 

x 

y 

50 

40 

VII VIII 

z 

x 

y 

90 

IX 

z 

y 

x 

90,5 
50 

X 

y 

x 

75 

60,2 

z 

37,6 

Рисунок 6.2 – Напряженное состояние (варианты 7...10). 
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40 20 

50 
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Пример №6. 
 

Дано: 

 Р= 10 МПа; Е= 200 ГПа; µ= 0,3. 

 
 Решение: 

 Согласно правилу знаков, для напряжений вычисляем значения 

компонент тензора напряжений: 

                             РХ ⋅= 3σ ;    РY −=σ ;      РZ =σ ; 

                         РХY ⋅−= 58,1τ ;    0=YZτ ;      РZ 22,1=τ . 

Тензор напряжений записывается в виде: 

                         














 ⋅

−

⋅−

⋅

⋅−

⋅

=

Р

Р

Р

Р

Р

Р

Р

0

22,1

0

58,1

22,1

58,1

3

σ
. 

Подставляя эти значения в: 

                                    
0=

−

−

−

σσ
τ
τ

τ
σσ

τ

τ
τ

σσ

Z

YZ

XZ

ZY

Y

XY

ZX

YX

X

, 

получаем характеристическое уравнение для определения главных 

напряжений: 

                                    0453 3223 =⋅+⋅⋅−⋅⋅− PPP σσσ . 

Разлагая левую часть этого уравнения на множители, получим: 

                                      0)()4( 22 =−⋅+⋅⋅− PPP σσσ , 

находим корни характеристического уравнения и, учитывая, что σσσ ≥≥ 21 , 

определяем значения главных напряжений:  Р⋅= 41σ ; Р⋅= 62,02σ ; 

Р⋅−= 62,13σ . 

 Определим положение первой главной площадки, на которой действует 

напряжение Р⋅= 31σ . 

Р 

y 

x 

z 

1,22·Р 

1,58·Р 

М 
4·Р 

Р 

Рисунок 6.3 – Схема напряженного состояния. 
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Для этого рассмотрим два первых уравнения системы: 

              

( )
( ) 1.6

0

0





=⋅+⋅−+⋅

=⋅+⋅+⋅−

iYZiiYiYX

iXZiXYiiX

mml

hml

τσστ
ττσσ

, 

               ( ) 0=⋅−+⋅+⋅ iiZiZYiZX mml σσττ  

подставив в них )1(1 == ii σσ , компоненты тензора напряжений на исходных 

площадках и условие нормировки, связывающие направляющие косинусы: 

                         022,158,1 111 =⋅−⋅−− nml , 

                                0558,1 11 =⋅−⋅− ml , 

                                 02

1

2

1

2

1 =++ nml . 

 Решение этой системы определяет положение первой главной 

площадки с напряжением Рi ⋅= 4σ : 

                                        )0327(887,0cos 0

111
′=== ααl ; 

                                       )6473(280,0cos 0

111
′=−== ββm ; 

                                        )0568(361,0cos 0

111
′=−== γγn . 

 Положение второй и третьей главных площадок определяется 

аналогично. При этом в систему уравнений (6.1) подставляются напряжения 

2σσ =i  и 3σσ =i  соответственно. 

 Экстремальные касательные напряжения определяются по формуле: 

                                                      )(
2

1
31 σστ −⋅=MAX , 

                                P
PP

MAX ⋅=
⋅+⋅

=
−

= 81,2
2

)62,14(

2

)( 31 σσ
τ . 

 Главные деформации – по уравнениям обобщенного закона Гука: 

                                            ( )( )ZYXX
E

σσµσε +⋅−⋅=
1

, 

                                           ( )( )ZXYY
E

σσµσε +⋅−⋅=
1

, 

                                            ( )( )YXZZ
E

σσµσε +⋅−⋅=
1

; 

                              XYXY
G

τγ ⋅=
1

,         YZYZ
G

τγ ⋅=
1

;          XZXZ
G

τγ ⋅=
1

; 

                 ( )( ) ( ) 3

1 10215,0
4

62,162,04
1 −⋅=

+⋅
=⋅−⋅⋅−⋅⋅=

E

P
PPP

E

µ
µε ,  
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 ( )( ) ( ) 3

2 100047,0
38,262,0

62,1462,0
1 −⋅−=

⋅−⋅
=⋅−⋅⋅−⋅⋅=

E

P
PPP

E

µ
µε  

           ( )( ) ( ) 3

3 1015,0
62,462,1

62,0462,1
1 −⋅−=

⋅+−
=⋅+⋅⋅−⋅−⋅=

E
PPP

E

µ
µε . 

 Относительное изменение объема вычисляем по формуле: 

               
33

321 1006,010)15,0067,0215,0( −− ⋅=⋅−+=++=
∆

= εεεθ
V

V
. 
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7. Изгиб балки с различной жесткостью по длине. 
Для балки, изображенной на рис. 7.1 требуется:  

1) найти величину изгибающего момента на левой опоре (в долях q·l
2
);  

2) построить эпюры Q и М;  

3) построить эпюру прогибов, вычислив две ординаты консоли.  

Данные взять из табл. 7.1. 

 

Таблица 7.1 – Исходные данные (по варианту). 

№ 

строки 

Схема 

по рис. 7.1 
β k 

1 I 0,1 1,5 

2 II 0,2 2 

3 III 0,3 3 

4 IV 0,4 4 

5 V 0,5 5 

6 VI 0,6 6 

7 VII 0,7 7 

8 VIII 0,8 8 

9 IX 0,9 9 

10 X 1,0 10 
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k·J β·l 

P 

J 

l l 

I 
k·J β·l 

P 

J 

l l 

II 

P 

k·J β·l 

P 

J 

l l 

III 

P 

k·J β·l 
M=P·l 

J 

l l 

IV 

k·J 

β·l 
M=P·l 

J 

l l 

V 

M=P·l k·J 

β·l 
M=P·l 

J 

l l 

VI 

M=P·l 

k·J 

β·l 

J 

l l 

VII 

M=P·l P k·J 

β·l 

J 

l l 

VIII 

M=P·l 
P 

k·J 

β·l 
M=P·l 

J 

l l 

IX 

P k·J 

β·l 
M=P·l 

J 

l l 

X 

P 

Рисунок 7.1 – Схема балки (по вариантам). 
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Пример №7. 
 

  

 

Дано: 

 Схема 7, β=1; k=10. 

 

Решение: 

1. Нахождение величины изгибающего момента на левой опоре (в долях 

q·l). 

 Данный вид деформации относится к плосконапряженному состоянию. 

Поэтому для определения опорных реакций используются три уравнения 

статики: ∑ =0)(yF ; ∑ = 0)(xF ; ∑ = 0)(im . 

 ( )∑ =⋅+⋅−−= 0)( llPMMAm A β , 

( ) lPlPlPllPMMA ⋅⋅=⋅⋅+⋅=⋅+⋅+= 32β ; 

∑ ⇒=+−= 0)( PRyF Y    PRY = ; 

∑ == 0)( XRxF . 

 

2. Построение эпюр Q и M. 

Используя метод сечения и правило знака определяем значение 

поперечной силы (Q) и изгибающего момента (М). 

Сечение 1-1: lх ≤≤ 10 ; 

∑ =−= − 0)( 11 YRQyF , 

PRQ Y ==− )0(11 , 

∑ =⋅−+= −− 011111 xRMMm YA , 

lPMMxRM AAY ⋅⋅−=−=−⋅=− 3)0( 111 ,  

lPlPlPlM ⋅⋅−=⋅⋅−⋅=− 23)(11 . 

 

Сечение 2-2: lх ≤≤ 20 ; 

∑ =−= − 0)( 22QPyF , 

PQ =− )0(22 , 

∑ =⋅−−= −− 022222 xPMm , 

222 xPM ⋅−=− , 

0)0(22 =−M , lPlM ⋅−=− )(22 . 

По найденным значениям строим эпюры (рис. 7.2). 

7 0 0 

Г Д Е 

МА 

RY 

M1-1 

Q1-1 

х1 

у 

M2-2 

Q2-2 

х2 

у 

Р 
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3. Построение эпюры прогибов и вычисление двух ординат в консоли. 

Используем уравнение начальных параметров. 

Кинематические начальные параметры: 00 =⋅⋅ yEJ  и 00 =⋅⋅ ϕEJ . 

Статические начальные параметры: PRQ Y ==0  и lPMM AO ⋅⋅−== 3 . 

Определим прогиб в точке В: 

                  
!3!2

32 lQlM
lEJyEJyEJ OO

OOВ

⋅
−

⋅
−⋅⋅⋅+⋅⋅=⋅⋅ ϕ , 

                
3

3332

6

10

6

9

62

3
lP

lPlPllPllP
yEJ В ⋅⋅=

⋅+⋅⋅
=

⋅⋅
+

⋅⋅⋅
=⋅⋅ . 

Определим прогиб в точке С: 

    
( ) ( )

!2!3

3

!2

2
2

232
lMlQlM

lEJyEJyEJ OO
OOC

⋅
+

⋅⋅
−

⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅+⋅⋅=⋅⋅ ϕ , 

        =
⋅⋅

+
⋅⋅

+
⋅⋅⋅⋅

=⋅⋅
23

8

2

43 232 llPlPllP
yEJ C  

         
3

333333

6

47

6

3836

26

8

2

12
lP

lPlPlPlPlPlP
⋅⋅=

⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅
=

⋅
+

⋅⋅
+

⋅⋅
= . 

 
 

 

J 
k·J 

β·l 

l l 

M=P·l 

P 

у 
RX 

RY 

MA 

P 
Эпюра Q 

3·P·l 

2·P·l 
P·l Эпюра M 

Эпюра (y) 

(-10/6)·P·l
3
 

(-47/6)·P·l
3
 

Рисунок 7.2 – Консольная балка с различной жесткостью по длине. 

С В А 
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8. Изгиб статически неопределимой балки. 
Для балки, изображенной на рис. 8.1 требуется: 

1) найти величину изгибающего момента на левой опоре (в долях q·l
2
);  

2) построить эпюры Q и М; 

3) построить эпюру прогибов, вычислив три ординаты в пролете и две 

на консоли. Данные взять из табл. 8.1. 

 

Таблица  8.1 – Данные для задачи. 

№ 

строки 

Схема 

по рис. 8.1 
α β 

 1 I  0,1  0,1  

2  II  0,2  0,2  

3  III  0,3  0,3  

4  IV  0,4  0,4  

5  V   0,5  0,5  

6  VI   0,6   0,6   

7  VII   0,7  0,7  

8  VIII   0,8  0,8  

9  IX   0,9  0,9  

10  X   1,0  1,0  

 Е Г Д 
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Указания: Для ответа на первый вопрос нужно выбрать основную 

систему в виде свободно лежащей на двух опорах балки и составить 

уравнение деформаций, выражающее ту мысль, что суммарный угол 

поворота на левой опоре от заданной нагрузки и от опорного момента равен 

нулю. Для ответа на третий вопрос целесообразнее всего использовать метод 

начальных параметров, так как два начальных параметра (у0 и Θ0) известны, а 

два других (Мо и Qo) будут найдены в процессе выполнения первых двух 

пунктов контрольной работы. 

При построении эпюры прогибов надо учесть, что упругая линия балки 

обращена выпуклостью вниз там, где изгибающий момент положительный, и 

выпуклостью вверх там, где он отрицательный. Нулевым точкам эпюры М 

соответствуют точки перегиба упругой линии. 

I 
q 

P=a·q·l 

l β·l 

II 
q 

P=a·q·l 

β·l l/2 l/2 

III 
q 

P=a·q·l 

l/2 β·l 

P=a·q·l 

l/2 

IV 
q 

P=a·q·l 

l/2 β·l 

P=a·q·l 

l/2 

V 
q 

P=a·q·l 

l/2 β·l l/2 

VI 
q 

l β·l 

P=a·q·l 
VII 

q 

P=a·q·l 

β·l l/2 l/

2 

VIII 
q 

P=a·q·l 

l/2 β·l 

P=a·q·l 

l/2 

IX 
q 

P=a·q·l 

l/2 β·l 

P=a·q·l 

l/2 

X 
q 

P=a·q·l 

l/2 β·l l/2 

Рисунок 8.1 – Схема нагружения балки (по варианту). 
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Пример №8. 
 

 

 

 

Дано: 

Схема 5, ;6,0=α  5,0=β . 

 

Решение: 

 
 

1. Определение изгибающего момента на левой опоре (в долях q·l
2
) и 

опорной реакции RA (в долях q·l). 

Для этого составим два уравнения: 

- уравнение статики, в виде суммы моментов всех сил относительно 

правой опоры (точки В); 

- уравнение по методу начальных параметров, выражающее ту мысль, 

что прогиб на правой опоре равен нулю. 

                       0
222

)5,0( 22

=−⋅+
⋅

−
⋅

−
⋅⋅

=∑ AAB MlR
lPlqlq

m . 

Преобразуя, получаем: 0675,0 2 =⋅⋅−⋅= lqlRM AA                    (8.1) 

Составим, универсальное уравнение упругой линии балки: 

lz

B

lz

AA lzRlzPzqzRzM
zEJEJyzEJy

>>

−⋅
+

−⋅
−

⋅
−

⋅
+

⋅
−+=

6

)(

6

)5,0(

2462
)(

3

5,0

3432

00 θ  

Так как начало координат выбрано на опоре А, то начальными 

параметрами будут силовые факторы, прогиб и угол поворота, возникающие 

в жесткой заделке, то есть: 0=Aθ  и 00 == Ayy , тогда: 

lz

B

lz

AA lzRlzPzqzRzM
zEJy

>>

−⋅
+

−⋅
−

⋅
−

⋅
+

⋅
−=

6

)(

6

)5,0(

2462
)(

3

5,0

3432

 

 

 

6 5 5 

Г Д Е 

0,5·l 0,5·l 0,5·l 

Р=0,6·q·l 
q 

y 

z 

MA 

RA RB 

C B 
D A 

Рисунок 8.2 – Статически неопределимая балка. 
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Запишем полученное выражение для прогиба на правой опоре, то есть, 

когда y(z)=0 и z=l:
 

                  0
6

5,06,0

2462

43432

=
⋅⋅⋅

−
⋅

−
⋅

+
⋅

−
lqlqlRlM AA

; 

                                      00542,05,0 42 =⋅⋅+⋅⋅− lqlMA .                         (8.2) 

Решая систему уравнений (8.1) и (8.2) находим: 

                                    
;85,0 lqRA ⋅⋅=
   

.175,0 2lqMA ⋅⋅=
 

 

2. Построение эпюр Q и M по участкам. 

1 участок (АС): lz ⋅≤≤ 5,00 1                            

                            ;
2

2

1
11

zq
zRMM AA

⋅
−⋅+−=          11 zqRQ A ⋅−= ; 

При :01 =z        ;175,0 2

1 lqMM A ⋅⋅−=−=          .85,01 lqRQ A ⋅⋅==  

ПРИ :5,01 lz ⋅=  ;125,0 2

1 lqM ⋅⋅=                       .35,01 lqQ ⋅⋅=  

2 участок (СВ):  lzl ≤≤⋅ 25,0  

        );5,0(
2

2

2

2
22 lzP

zq
zRMM AA ⋅−⋅−

⋅
−⋅+−=    ;22 PzqRQ A −⋅−=  

При :5,02 lz ⋅=  ;125,0 2

2 lqM ⋅⋅=                .25,02 lqQ ⋅⋅−=  

При :2 lz =  ;125,0 2

2 lqM ⋅⋅−=                 .75,02 lqQ ⋅⋅−=   

3 участок (DB): .5,00 3 lz ⋅≤≤   

Координату будем отсчитывать от правого конца балки: 

                                   ;
2

2

3
3

zq
M

⋅
−=             ;33 zqQ ⋅+  

При ;03 =z       ;03 =M                        .03 =Q  

При :5,03 lz ⋅=  ;125,0 2

3 lqM ⋅⋅−=  .5,03 lqQ ⋅⋅=  

По полученным значениям, строим эпюры Q u M. Из эпюры Q 

определяем неизвестное ранее значение RB=1,279·q·l.  
 

3. Построение эпюры прогибов. 

Для чего вычислим три ординаты в пролете и две на консоли. Составим 

универсальное уравнение упругой линии балки: 

lz

B

lz

AA lzRlzPzqzRzM
zEJy

>>

−⋅
+

⋅−⋅
−

⋅
−

⋅
+

⋅
−=

6

)(

6

)5,0(

2462
)(

3

5,0

3432

. 

При :25,0 lz ⋅=  .1042,3)( 43 lqzEJy ⋅⋅⋅−= −
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При :5,0 lz ⋅=  .1077,6)( 43 lqzEJy ⋅⋅⋅−= −
 

При :75,0 lz ⋅=  .102,4)( 43 lqzEIy ⋅⋅⋅−= −
 

При :lz =  .0)( =zEIy  

При :25,1 lz ⋅=  .1068,0)( 43 lqzEIy ⋅⋅⋅−= −
 

При :5,1 lz ⋅=  .1064,3)( 43 lqzEIy ⋅⋅⋅−= −
 

При построении эпюры прогибов видно, что упругая линия балки 

обращена выпуклостью вниз там, где момент положителен и выпуклостью 

вверх там, где он отрицательный. Нулевым, точкам эпюры МХ соответствуют 

точки перегиба упругой линии. 
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Р 
q 

MA 

RA RB 

y 

z 

y(z), (ql/EJ)·10
-3

 

0,85 

0,35 
0, 5 

0, 25 

0,75 

0, 175 

0, 125 

0, 125 

3,42 

6,77 

4,2 
0,68 3,64 

M, q·l
2
 

Q, q·l 

а) 

б) 

в) 

г) 

а) схема нагружения; б) эпюра Q, (q·l); в) эпюра М, (q·l
2
); 

г) эпюра y(z), (ql/EJ)·10
-3

 

Рисунок 8.3 – Статически неопределимая балка. 
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9. Изгиб консольной балки. 

Для заданной схемы консольной балки (рис. 9.1-9.3) требуется 

написать выражения Q и M для каждого участка в общем виде, построить 

эпюры Q и М, найти ММАХ и подобрать для схемы деревянную балку 

круглого поперечного сечения при [σ] = 80 кгс/см
2
. Данные взять из табл. 9.1. 

 Таблица 9.1 – Исходные данные (по вариантам). 

 

l1 Расстояния в 

долях 

пролета 
№ 

строки 

Схема  

по  

рис.  

9.1 – 9.3  м 

a

a1  
a

a2  
a

a3  

М, 

 тс·м 

Сосредо- 

точенная 

сила P,  

тс 

q, 

тс/м 

1 I 1,1 1 9 1 1,0 1.0 1,0 

2 II 1,2 2 8 2 2,0 2.0 2,0 

3 III 1,3 3 7 3 0,3 0,3 0,3 

4 IV 1,4 4 6 4 0,4 0,4 0,4 

5 V 1,5 5 5 5 0,5 0,5 0,5 

6 VI 1,6 6 6 1 0,6 0.6 0,6 

7 VII 1,7 7 7 2 0,7 0,7 0,7 

8 VIII 1,8 8 8 3 0,8 0,8 0,8 

9 IX 1,9 9 9 4 0,9 0,9 0,9 

0 X 2,0 10 10 5 1,0 1,0 1,0 

 Е Д Г Д Е Г Д Е 
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I 
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M 

a1 

a2 

 l1=10·a 

II 
q 

M a1 a2 

 l1=10·a 

III 
q 

M 
a1 a2 

 l1=10·a 

IV 
q 

M 

a3 

 l1=10·a 

M 

a2 

Рисунок 9.1 – Консольная балка (варианты 1...4). 
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V 
q 

M 
a1 

a2 

 l1=10·a 

VI 
q P 

a1 

a2 

 l1=10·a 

VII 
q 

a1 a2 

 l1=10·a 

Рисунок 9.2 - Консольная балка (варианты 5...8). 
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IX 
q 

a1 

a2 

 l1=10·a 

P 

X 
q 

a3 a3 

 l1=10·a 

P 

Рисунок 9.3 - Консольная балка (варианты 9...10). 
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Пример №9.   
 

 

 

Дано:  
Схема 10, l1=2м; а3=1м; Р=9,81 кН; q=9,81 кН/м; [σ]=7,85 МПа.

   

Решение: 

1. Определение опорных реакций. 

Опорные реакции определим из условий равновесия статики: 

∑ = ;0Y    ;081,981,90 33 =−=⋅−=⇒=⋅−+− aqPRaqPR AA  

   кHм
aq

lPM
aq

lPM AA 72,14
2

181,9
281,9

2
0

2

22

3
1

2

3
1 =

⋅
−⋅=

⋅
−⋅=⇒=

⋅
+⋅− . 

Проверка:  

 00181,9
2

181,9
72,14

2

2

33

2

3 =−⋅−
⋅

−=⋅−⋅−
⋅

−=∑ aRaP
aq

MM AAB - верно. 

 

2. Определение изгибающих моментов М и поперечных сил Q. 

Для составления аналитических выражений М и Q следует определить 

количество  расчетных участков балки. В нашем случае балка имеет два 

расчетных участка: ВС, СА. Границами участков при этом считаются точки 

приложения внешних сил (нагрузок), в том, числе и опорных реакций. 

Аналитические выражения М и Q составляем, по участкам, используя метод 

сечений. В целях упрощения выражений М и Q координату будем исчислять 

от правого конца балки. 

1 участок (BC):   мx 10 1 ≤≤  

                      ;11 xPM ⋅=             ;1 PQ −=  

При :01 =x    ;01=M                   .81,91 кHQ −=  

При :11 мx =  ;81,91 кHмM =    .81,91 кHQ −=  

2 участок (СА):   ;21 2 мxм ≤≤  

                                  ;
2

)1( 2

2
22

−⋅
−⋅=

xq
xPM   .)1( 22 PxqQ −−⋅=  

При   :12 мx =  ;81,92 кHмM =               .81,92 кHQ −=  

При    :22 мx = ;72,142 кHмM =             .02 =Q  

 

3. Построение эпюр М и Q. 

По числовым значениям ординат М и Q, полученных для характерных: 

точек, строим в масштабе эпюру изгибающих моментов М и поперечных сил 

Q. При этом следует иметь в виду, что положительные ординаты эпюры Q 

откладываются вниз, а отрицательные вверх. Ординаты эпюры М 

6 0 0 

Г Д Е 
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откладываются со стороны растянутого волокна, т. е. отрицательные 

значения вверх, а положительные вниз. 

 

4. Подбор поперечного сечения круглой деревянной балки. 

В нашем случае опасным сечением, балки является сечение, где:   

                                      .72,14 мкHMМАХ ⋅=  

Сечение балки подбираем, из условия прочности: 

                         

],[σσ ≤=
W

MМАХ
 где  ,85,7][ MПa=σ  

откуда момент сопротивления: 

                                  .1088,1
1085,7

1072,14

][

33

6

3

м
M

W МАХ −⋅=
⋅
⋅

==
σ   

Так как момент сопротивления крупного сечения: 

                                            32

3d
W

⋅
=

π
,    

то, приравнивая это значение к найденной величине, определим:  

                                     

3
3

1088,1
32

−⋅=
⋅dπ

 отсюда: 

                                       

мммd 267267,0
14,3

321088,1
3

3

==
⋅⋅

=
−

 . 

Согласно СТ СЗВ 229-75 принимаем d=280мм. 

 

q 

a3=1м 

 l1=2м 

P 
a3=1м 

МА 

RА 

А В С 
х 

а) 

б) 

М, кН·м 
в) 

9,81 9,81 

14,72 

9,81 

а) схема нагружения; б) эпюра Q, кН; в) эпюра М, кН·м 

Рисунок 9.4 – Консольная балка. 

Q, кН 
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10. Определение деформации при изгибе. 

Для заданной схемы балки, шарнирно опертой на две опоры (рис. 10.1-

10.3), требуется написать выражения Q и M для каждого участка в общем 

виде, построить эпюры Q и М, найти ММАХ и подобрать стальную балку 

двутаврового поперечного сечения при [σ]=1600 кгс/см
2
. Данные взять из 

табл. 10.1. 

 Таблица 10.1 – Исходные данные для задачи. 

l2 Расстояния в 

долях 

пролета 

 

№ 

строки 

Схема  

по  

рис.  

10.1 – 

10.3  

м 

a

a1  
a

a2  
a

a3  

М, 

 тс·м 

Сосредо- 

точенная 

сила P,  

тс 

q, 

тс/м 

1 I  6 1 9 1 1,0 1.0 1,0 

2 II  7 2 8 2 2,0 2.0 2,0 

3 III  3 3 7 3 0,3 0,3 0,3 

4 IV  4 4 6 4 0,4 0,4 0,4 

5 V 5 5 5 5 0,5 0,5 0,5 

6 VI  6 6 6 1 0,6 0.6 0,6 

7 VII  7 7 7 2 0,7 0,7 0,7 

8 VIII  8 8 8 3 0,8 0,8 0,8 

9 IX  9 9 9 4 0,9 0,9 0,9 

0 X  10 10 10 5 1,0 1,0 1,0 

 Е Е Г Д Е Г Д Е 

 

 

Master
Выделение

Master
Выделение

Master
Выделение

Master
Выделение

Master
Выделение

Master
Выделение

Master
Выделение

Master
Выделение
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q I 

a2 

P 

a1 

 l2=10·a 

P 

a3 

q II 

a2 a1 

 l2=10·a 

P 

a3 

q III 

a2 a1 

 l2=10·a 

P 

a3 

q 

q IV 

a2 

 l2=10·a 

P 
a3 

V 

a2 

 l2=10·a 

P 

a3 

q 

Рисунок 10.1 – Двухопорная бплка (варианты 1...5). 
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q VI 

a2 a1 

 l2=10·a 

P 

a3 

М 

q VIII 

a2 a1 

 l2=10·a 

a3 

q 

q VII 

a2 a1 

 l2=10·a 

a3 

М 

М 

q IX 

a2 

 l2=10·a 

a3 

М 

X 

a2 a1 

 l2=10·a 

a3 

q 

М P 

Рисунок 10.2 - Двухопорная бплка ( варианты 6...10). 
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Пример №10. 
 

 

 

Дано:  

Схема 10, l2=10м; а2=10м; а3=5м; Р=9,81 кН; q=9,81 кН/м;  

М=5,89 кН·м; [σ]=156,96 МПа.
   

Решение: 

1. Определение опорных реакций. 

  Реакции опор определим из условий равновесия статики: 

;0=∑ AM
      

,0
2

2

2

2
3 =⋅−

⋅
+−⋅− lR

aq
MaP B

 

      .56,43
2

1081,9
89,5581,99

10

1

2

1 32

2
3

2

кH
aq

aP
l

RB =






 ⋅
+−⋅−⋅=







 ⋅
+⋅−⋅=  

;0=∑ BM        ,0)(
2

322

2

2 =+⋅−⋅+−
⋅

− alPlRM
aq

A  

.35,64)510(81,989,5
2

1081,9

10

1
)(

2

1 2

32

2

2

2

кHalPM
aq

l
RA =








+⋅++

⋅
⋅=








+⋅++

⋅
⋅=  

Проверка:  

.01081,981,956,4335,642 верноaqPRRY BA −=⋅−−+=⋅−−+=∑
 

2. Определение изгибающих моментов М и Q по участкам. 

Балка имеет три участка: СА, AD и DB. 

1 участок (CA): мx 50 1 ≤≤  

                     ;11 xPM ⋅−=         ;1 PQ −=  

При :01 =x  ;01 =M                   .81,91 кHQ −=  

При :51 =x  ;491 кHмM −=  .81,91 кHQ −=  

2 участок (BD): мx 50 2 ≤≤ . 

Координату отсчитываем от правого конца балки: 

                         ;
2

2

2

2
2 xR

xq
M B ⋅+

⋅
−=  .22 xqRQ B ⋅+−=  

При :02 =x     ;02 =M                           .56,432 кHQ −=  

При :52 мx =  ;18,952 кHмM =        .49,52 кHQ =  

Как видно, поперечная сила Q2 на участке BD принимает в некотором 

сечении нулевое значение и меняет знак при переходе через него. Поэтому, в 

6 0 0 

Г Д Е 
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сечении, где:                          
0

2

2
2 ==

dX

dM
Q

, 

будет возникать экстремальное значение изгибающего момента.  

Для определения его найдем величину х20, при котором Q2=0   

                            ⇒=−⋅ 020 BRxq ;44,4
81,9

56,43
20 ===

q

R
x B

  

тогда: кHM
MAX

7,9644,456,43
2

44,481,9 2

3 =⋅+
⋅

= . 

 4 участок (ED): мxм 105 3 ≤≤  

                           ;
2

2

3
33 M

xq
xRM B +

⋅
−⋅=  .33 xqRQ B ⋅+−=  

 При :53 мx =      ;07,1013 мкHM ⋅=            .49,53 кHQ =   

 При :103 мx =  мкНМ ⋅−= 493 ;                  .54,543 кHQ =  

По полученным значениям строим эпюры Q и М. 

 

3. Подбор поперечного сечения стальной балки. 

Расчетным (опасным) сечением в балке будет сечение, где возникает 

максимальный изгибающий момент. В нашем, случае мкHMМАХ ⋅= 07,101  

Сечение балки подбираем из условия прочности: 

                                              
][σσ ≤=

x

МАХ

W

M
 ,  

отсюда:                       .10644
1096,156

1007,101

][

36

6

3

м
M

W МАХ
Х

−⋅=
⋅
⋅

==
σ  

По сортименту (ГОСТ 8239 – 72) принимаем двутавр №33, имеющий 
3597смWХ = . 

Максимальное напряжение в балке 

                            

.96,1563,169
10597

1010107
6

3

МПaMПa
W

M

Х

МАХ >=
⋅
⋅

== −σ
 

Перенапряжение: %,5%9,7%100
96,156

96,1563,169
>=⋅

−
что не допустимо. 

Если взять двутавр №36 имеющий 
3743смWХ = , то максимальное 

напряжение в балке: МПаМПа
W

М

X

МАХ ,156136
10743

1007,101
6

3

<=
⋅
⋅

== −σ . 

%5%4,13%100
96,156

13696,156
>=⋅

−
 - что недопустимо. 

Окончательно, исходя из надежности конструкции,  

выбираем двутавр №36. 
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a1=5м 

 l2=а2=10м 

a3=5м 

q 

М 

P 

С 
 

А 
 

D 
 B 

 

RA RB 

Q, кН 

а) 

б) 

в) 
М, кН·м 

9,81 

54,54 

54,54 
43,56 

49 

101,07 

95,18 

96,7 

а) схема нагружения; б) эпюра Q, кН; в) эпюра М, кН·м 

Рисунок 10.3 – Двухопорная балка. 
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11. Изгиб с кручением. 
Шкив с диаметром D1 и с углом наклона ветвей ремня к горизонту α1 де-

лает п оборотов в минуту и передает мощность N (кВт). Два других шкива 

имеют одинаковый диаметр D2 и одинаковые углы наклона ветвей ремня к 

горизонту α1 и каждый из них передает мощность N/2 (рис. 11.1-11.2).  

Требуется: 

 1) определить моменты, приложенные к шкивам, по заданным 

величинам N и п; 

 2) построить эпюру крутящих моментов МКР;  

 3) определить окружные усилия t1 и t2, действующие на шкивы, по 

найденным моментам и заданным диаметрам шкивов D1 и D2; 

4) определить давления на вал, принимая их равными трем окружным 

усилиям; 

5) определить силы, изгибающие вал в горизонтальной и вертикальной 

плоскостях (вес шкивов и вала не учитывать);  

6) построить эпюры изгибающих моментов от горизонтальных сил 

МГОР и от вертикальных сил МВЕРТ; 

7) построить эпюру суммарных изгибающих моментов, пользуясь 

формулой 
22

ВЕРТГОРИЗГ МММ +=  (для каждого поперечного сечения вала 

имеется своя плоскость действия суммарного изгибающего момента, но для 

круглого сечения можно совместить плоскости МИЗГ для всех поперечных 

сечений и построить суммарную эпюру в плоскости чертежа; при 

построении эпюры надо учесть, что для некоторых участков вала она не 

будет прямолинейной); 

8) при помощи эпюр МКР (см. п. 2) и МИЗГ (см. п. 7) найти опасное 

сечение и определить величину максимального расчетного момента (по 

третьей теории прочности); 

9) подобрать диаметр вала d при [σ] = 700 кгс/см
2
 и округлить его 

величину (см. задачу 5). 

Данные взять из табл. 11.1. 
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Таблица 11.1 – Данные для задачи. 

а b c D1 D2 № 

строки 

Схема 

по 

рис. 11.1-11.2 

N, 

кВт 

n, 

об/мин м 
α1 α2 

1 I 10 100 1,1 1,1 1,1 1,1 1,1 10° 10° 

2 II 20 200 1,2 1,2 1,2 1.2 1.2 20° 20° 

3 III 30 300 1,3 1,3 1,3 1,3 1,3 30° 30° 

4 IV 40 400 1,4 1,4 1,4 1,4 1,4 40° 40° 

5 V 50 500 1.5 1.5 1.5 1,5 1,5 50° 50° 
6 

 

VI 

 

60 

 

600 

 

1,6 

 

1,6 

 

1,6 

 

0,6 

 

0,6 

 

60° 

 

60° 

 7 VII 70 700 1,7 1,7 1,7 0,7 0,7 70° 70° 

8 VIII 80 800 1,8 1,8 1,8 0,8 0,8 80° 80° 

9 IX 90 900 1,9 1,9 1,9 0.9 0.9 90° 90° 

0 X 100 1000 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 0° 0° 

 Е Д Е Г Д Е Д Е Д Е 

 

 

 

D1 

D2 D2 

a a b c 1 

1 
I 

D1 

D2 D2 

a b c 1 

1 II 

b 

D1 

D2 D2 

a b c 1 

1 III 

b 

D1 
D2 

D2 

a b c 

1 

1 
IV 

b 

Рисунок 11.1 – Расчетная схема (варианты 1...4). 



 65  

D1 

D2 D2 

a b c 1 

1 VII 

D1 

D2 D2 

a b c 1 

1 V 

c 

D1 
D2 

D2 

a b c 

1 

1 

VI 

a 

a 

D1 

D2 D2 

a/2 b c 1 

1 VIII 

c/2 

D1 

D2 

a/2 b/2 

1 

1 

IX 

b b 

D2 

D1 

D2 D2 

a b c 1 

1 X 

a 

T1=2·t1 

T2=2·t2 

t1 

t2 

a1 a2 

Сечение 1-1 

Рисунок 11.2 - Расчетная схема (варианты 1...4). 
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Пример №11. 
 

 

 

Дано:  

Схема 5; N= 50 кВт; n= 500 об/мин; а=1.6 м; b=1,5 м; с=1.5 м; D1= 1,5м; 

D2= 1,5 м; α1=50
0
; α2=50

0
; [σ]=700 кгс/см

2
=68,7 МПа.  

 

Решение: 

1. Вал подвергается изгибу, а часть его, расположенная между 

шкивами, и скручиванию.  

Крутящий момент ведущего вала В: 

                              мкH
n

N
M B ⋅=⋅=⋅= 955,0

500

50
55,955,9 . 

Через шкивы МС и МЕ передаются крутящие моменты: 

                          мкH
M

MM B
EС ⋅==== 4775,0

2

955,0

2
. 

Эпюра крутящих моментов построена  на  рис. 11.3-б. 

 

2. Для вращающего шкив момента имеем: 

                                               

;
2

1
11 tDMB ⋅⋅=

 

отсюда:                    кH
D

M
t B 27,1

5,1

955,022

1

1 =
⋅

=
⋅

= . 

Для второго и третьего шкива аналогично: 

                                        

;
2

1
22 tDMM EС ⋅⋅==   

отсюда:                    кH
D

M
t c 637,0

5,1

4775,022

2

2 =
⋅

=
⋅

=  .     
 

Таким образом, в сечениях, где посажены шкивы, вал нагружен наклонными 

силами: 

                                   кHtRB 81,327,133 1 =⋅=⋅= ; 

                                   кHtRR EС 637,033 2 ⋅=⋅== . 

Для вычисления наибольшего изгибающего момента определим 

сначала изгибающие моменты в вертикальной и горизонтальной плоскостях. 

Для этого расположим, силы RB, RC, и RE 
на вертикальные и горизонтальные 

составляющие. Тогда вертикальная нагрузка от первого шкива:
 

                кHRP BB 92,2766,081,350sin 0 =⋅=⋅=′ . 

 

6 5 5 

Г Д Е 
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От второго и третьего шкива: 

                            кHRPP cEc 46,1766,091,150sin 0 =⋅=⋅=′=′ . 

Горизонтальная нагрузка от первого шкива равна: 

                             кHRP BB 45,2643,081,350cos 0 =⋅=⋅=′′ , 

от второго и третьего шкива: 

                       кHRPP cEc 23,1643,091,150cos 0 =⋅=⋅=′′=′′ . 

Для нагрузок ,BP′
 ,СP′

 ,EP′  действующих в вертикальной плоскости, 

определим, обычным, путем, реакции: ,91,1 кHRA =′  кHRD 93,3=′
  и строим 

эпюру изгибающих моментов МИЗГ=МY (рис. 11.3-г).  

Нагрузки BP ′′  и ,СP ′′  EP ′′   направлены в противоположные стороны. От 

нагрузок ,BP ′′  
,cP ′′
 EP ′′

 действующих в горизонтальной плоскости, определим, 

опорные реакции: ,66,1 кHRA =′′
 кHRD 67,1=′′

 и строим, эпюру изгибающих 

моментов ХИЗГ MM = (рис. 8.3-е). 

Результирующий момент достигает наибольшего значения в сечении В: 

                 ( ) мкHMMM BBB ⋅=+=′′+′= 82,349,29,2)( 2222
; 

 мкHMMM ccС ⋅=+=′′+′= 92,131,14,1)()( 2222
; 

 мкHMMM DDD ⋅=+=′′+′= 1,397,14,2)()( 2222
. 

Таким образом, опасным сечением, является сечение В. Эпюра 

результирующего изгибающего момента представлена на рис. 11.3-и. 

Расчетный момент по третьей теории прочности равен: 

                   мкHMMM кризг

III

np ⋅=+=+= 94,3955,082,3 2222
. 

Необходимый диаметр вала находим по формуле: 

                      ммм
M

d
расч

84084,0
107,6814,3

1094,332

][

32
3

6

3

3 ==
⋅⋅

⋅⋅
=

⋅

⋅
=

σπ . 

Округляем и получаем, диаметр d = 80 мм. 

 

Ответ: 8 см. 
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b=1,5м с=1,5м с=1,5м а=1,6м 

R
'
D=3,93кН 

Р
'
В=2,92кН Р

'
С=1,46кН Р

'
Е=1,46кН 

D2 D2 

D1 

1 

1 

D E C B A 

а) 

б) 

в) 

0,955 

0,4775 

2,9 

1,4 

2,4 

г) 

R
''

D=3,93кН Р
''

В=2,92кН 

Р
I
С=1,46кН Р

''
Е=1,46кН 

д) 

R
'
А=1,91кН 

R
''

А=3,93кН 

е) 

2,49 
1,31 1,97 

3,82 

1,92 
3,1 

а) схема нагружения; б) эпюра МКР (кН·м); в) вертикальная плоскость; 

г) эпюра МY (кН·м); д) горизонтальная плоскость; е) эпюра МХ (кН·м);  

и) эпюра результирующего момента (кН·м) 

Рисунок 11.3 – Изгиб с кручением. 

и) 

50
0 

50
0 

T1=2·t1 
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t2 
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12. Сложное сопротивление (изгиб с кручением). 
 

 Для вала зубчатой передачи (редуктора) (рис. 12.1- 12.2) требуется: 

 1) Построить эпюру крутящих моментов Т. 

 2) Построить эпюры изгибающих моментов в вертикальной МY и 

горизонтальной МX плоскостях. 

 3) Из расчета на прочность подобрать требуемый диаметр вала. 

  

 Примечание: 

 - расчет выполнить по гипотезе наибольших касательных напряжений; 

 - принять Fr=0,37·Ft и Fa=0,14·Ft; 

 - напряжение сжатия от осевой силы не учитывается; 

 - необходимые величины представлены в табл. 12.1. 

 

 Таблица 12.1 - Исходные данные для задачи. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

№ 

варианта 

N, 

кВт 

n, 

мин
-1

 

а, 

м 

d, 

м 

[σ], 

МПа 

1 3 750 0,2 0,1 110 

2 5 970 0,3 0,2 120 

3 7 1000 0,4 0,3 130 

4 9 1400 0,4 0,25 140 

5 2 750 0,3 0,4 115 

6 4 970 0,4 0,3 125 

7 6 1000 0,2 0,25 135 

8 8 1400 0,15 0,15 111 

9 3 970 0,2 0,1 122 

10 5 750 0,3 0,2 133 

В Г Д Е А Б 
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а 1,5·а 

d Fa 
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I 
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d Fa 
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II 

а 3·а 

d 

Ft 
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Fa 

III 

а 3·а Fa 

Ft 

Fr 

d IV 

d 

а 2·а 

Fa 

Fr 

Ft 

Рисунок 12.1 – Расчетные схемы (варианты 1...5). 

V 
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Рисунок 12.2 – Расчетные схемы (варианты 6...10). 
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Пример №12. 
 

  

 

 

 Дано: 

 Схема 10; N= 4 кВт; n= 970 мин
-1

; а= 0,2 м; d= 0,1 м; [σ]= 120 МПа., 

где N – мощность, передаваемая на вал; 

      n – число оборотов вала; 

      Ft – окружное усилие; 

      Fr – радиальное усилие; 

      Fa – осевое усилие. 

 
 Решение: 

 1. Определяем крутящий момент, передаваемый на вал, и строим 

эпюру крутящих моментов (рис. 12.4 – б). 

                      мН
n

N
T ⋅=

⋅
⋅=

⋅
⋅

= 6,39
970

104
56,9

30 3

π . 

 

 2. Вычисляем усилия Ft ,Fr ,Fa , mU. 

                                                     dFT t ⋅⋅=
2

1
. 

 Окружное усилие: H
d

T
Ft 792

1,0

6,3922
=

⋅
=

⋅
⋅= . 

 Радиальное усилие: HFF tr 28479237,037,0 =⋅=⋅= . 

 Осевое усилие: HFF tа 11179214,014,0 =⋅=⋅= . 

 Изгибающий момент, создаваемый осевым усилием (действующий в 

вертикальной плоскости): H
d

Fm aU 6,5
2

1,0
111

2
=⋅=⋅= . 

 

 

 

Шифр 9 2 0 6 9 1 

Буквы А Б В Г Д Е 

d 

а 2·а 

Fa 

Fr 

Ft 

Рисунок 12.3 – Расчетная схема (вариант 10). 
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 3. Находим опорные реакции в вертикальной плоскости и строим 

эпюру изгибающих моментов. 

 ∑ = 0Am ; 03 =−⋅⋅+⋅− UBr maRaF , 

 H
a

maF
R Ur

B 104
2,03

6,52,0284

3
=

⋅
+⋅

=
⋅
+⋅

= . 

 ∑ = 0Bm ; 032 =−⋅⋅−⋅⋅ UAr maRaF , 

 H
a

maF
R Ur 180

2,03

6,52,02284

3
=

⋅

−⋅⋅
=

⋅

−⋅
= . 

 Проверка: 

 ∑ = 0y ; 0=−+ rBA FRR ; 

 0284104180 =−+ ; 00 = . 

 Выражение изгибающих моментов: 

 Сечение 1-1 ( )ax ≤≤ 10 : 111 xRМ A ⋅=− , 

 при 01 =х : 011 =−М , 

 при ах =1 : мНаRМ A ⋅=⋅=⋅=− 362,018011 . 

 Сечение 2-2 ( )ax ⋅≤≤ 20 1 : 222 xRМ В ⋅=− , 

 при 02 =х : 022 =−М , 

 при ах ⋅=22 : мНаRМ В ⋅=⋅⋅=⋅⋅=− 6,412,02180222 . 

 По полученным данным строим эпюру изгибающих моментов в 

вертикальной плоскости (рис. 12.4 – в). 

 

 4. Находим опорные реакции в горизонтальной плоскости и строим 

эпюру изгибающих моментов. 

 ∑ = 0Am ; 031 =⋅⋅+⋅− aRaF Вr , 

 H
F

a

aF
R tr

В 264
3

792

33

1 ===
⋅
⋅

= . 

 ∑ = 0Bm ; 032 1 =⋅⋅−⋅⋅ aRaF Ar , 

 HF
a

aF
R t

r
A 528792

3

2

3

2

3

1 =⋅==
⋅
⋅

= . 

 Проверка: 

 ∑ = 0y ; 011 =−+ rBA FRR ; 

 0792264528 =−+ ; 00 = . 

 Находим значение изгибающих моментов во всех характерных 

сечениях: 

 Сечение 1-1 ( )ax ≤≤ 10 : 1

1

11 xRМ А ⋅=− , 

 при 01 =х : 011 =−М , 
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 при ах =1 : мНаRМ А ⋅=⋅=⋅=− 6,1052,05281

11 . 

 Сечение 2-2 ( )ax ⋅≤≤ 20 2 : 2

1

22 xRМ В ⋅=− , 

 при 02 =х : 022 =−М , 

 при ах ⋅=22 : мНаRМ В ⋅=⋅⋅=⋅⋅=− 6,1052,0226421

22 . 

 По полученным данным строим эпюру изгибающих моментов в 

горизонтальной плоскости (рис. 12.4 – г). 

 

 5. Вычисляем в опасном сечении (наиболее опасным является сечение 

С) расчетный момент по третьей гипотезе прочности. 

 мНММТМ rВР ⋅=++=++= 3,1166,1056,416,39 222222
. 

 Из условия прочности производим подбор требуемого диаметра вала: 

                                                         [ ]σσ ≤=
U

Р
Р

W

М
, 

где 
31,0 dWU ⋅≈ ,  

     [ ] 2
6

2 10120120
м

Н
мм

Н ⋅==σ . 

 Таким образом: 

             [ ] м
M

d P 2
3

6
3 1018,2

101201,0

3,116

1,0

−⋅=
⋅⋅

=
⋅

≥
σ . Принимаем d= 0,22 м. 
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d 

а 2·а 

Fa 

Fr 

Ft 

а) 

б) 

39,6 Н·м 

в) 

г) 

39 Н·м 

41,6 Н·м 

0 0 

0 0 

105,6 Н·м 

RA 

A 

x1 

1 

1 

2 

2 

Fr mU 

RB 

x2 

x1 x2 

1 

1 

2 

2 

Ft 

B 

A' 
B' 

C 

R'A R'B 

а) расчетная схема; б) эпюра Т, Н·м; в) эпюра МВ, Н·м; г) эпюра Мr, Н·м 

Рисунок 12.4 – Эпюры крутящих и изгибающих моментов. 
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13. Сложное сопротивление.  

Расчет двухступенчатого редуктора. 
 

 Для промежуточного вала двухступенчатого редуктора (рис. 13.1 - 

13.2) требуется: 

 1) Построить эпюру изгибающих моментов в вертикальной МY и 

горизонтальной МX плоскостях. 

 3) Из расчета на прочность определить требуемые диаметры d1 и d2 

вала под серединами зубчатых колес. 

 Примечание: 

 - расчет выполнить по гипотезе наибольших касательных напряжений; 

 - принять Fr=0,37·Ft, Fa=0,14·Ft и [σ]=140 Н/мм
2
; 

 - напряжение сжатия от осевой силы не учитывается; 

 - необходимые величины представлены в табл. 13.1. 

 

Таблица 13.1 - Исходные данные для задачи. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

№ 

варианта 

N, 

кВт 

ω, 

рад/с 

а, 

м 

d1, 

м 

d2, 

м 

1 8 20 0,2 0,1 0,15 

2 9 25 0,15 0,15 0,2 

3 7 30 0,2 0,15 0,25 

4 6 35 0,25 0,2 0,3 

5 5 40 0,15 0,1 0,2 

6 4 45 0,3 0,15 0,2 

7 3 30 0,25 0,2 0,3 

8 2 25 0,35 0,25 0,35 

9 7 45 0,2 0,3 0,35 

10 6 20 0,25 0,3 0,4 

В Г Д Е А Б 
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а 2·а 

d1 Fa1 
Fr1 

Ft1 
I 

а а 

d1 

Fa2 

Fr1 Ft1 II 

Рисунок 13.1 – Расчетные схемы (варианты 1...5). 
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Fr2 Ft2 
d2 

Fr2 Ft2 
d2 

а 

Fa2 

0,5·а 1,5·а 

d1 

Fa2 
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III 

Fr2 Ft2 
d2 

0,5·а 

Fa2 

а 1,5·а 

d1 

Fa2 

Fr1 Ft1 
IV 

Fr2 Ft2 

d2 

а 

Fa2 

а а 

d1 

Fa2 

Fr1 

Ft1 

V 

Fr2 Ft2 
d2 

а 
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Рисунок 13.2 – Расчетные схемы (варианты 6...10). 

а а 

d1 
Fr1 

Ft1 

Fr2 Ft2 
d2 

а 

VI 
Fa2 

а 1,5·а 

d1 

Fr1 

Ft1 

Fr2 Ft2 
d2 

VII 
Fa2 

1,5·а 

1,5·а а 

d1 

Fa1 

Fr1 

Ft1 
Ft2 

d2 

Fa2 

1,5·а 

VIII 

а 1,5·а 

d1 

Fa2 

Fr1 
Ft1 

IX 

Fr2 Ft2 
d2 

а 

Fa1 

а а 

d1 
Fr1 

Ft1 

Fr2 Ft2 
d2 

2·а 

Х 
Fa2 
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Пример №13. 
 

  

 

 

 Дано: 

 Схема 10; N= 8 кВт; ω= 40 рад/с; а= 0,2 м; d1= 0,1 м; d2= 0,15 м; 

 [σ]= 140 Н/мм
2
, 

где N – мощность, передаваемая на вал; 

      ω – угловая скорость; 

      Ft – окружное усилие; 

      Fr – радиальное усилие; 

      Fa – осевое усилие. 

 
 Решение: 

 1. Определяем крутящий момент, передаваемый на вал, и строим 

эпюру крутящих моментов (рис. 13.4 – г). 

                         мН
N

Т ⋅=
⋅

== 200
40

108 3

ω ; 

                011 =−T ;      мНTT ⋅==− 20022 ;      033 =−T . 

 2. Вычисляем усилия, действующие на колесах 1 и 2. 

                                             dFT t ⋅⋅=
2

1
 

 Окружные усилия: H
d

T
Ft 4000

1,0

20022

1

1 =
⋅

=
⋅

⋅= , 

                                              H
d

T
Ft 2667

15,0

20022

2

2 =
⋅

=
⋅

⋅= . 

 Радиальные усилия: HFF tr 1480400037,037,0 11 =⋅=⋅= , 

                                                HFF tr 1067266737,037,0 22 =⋅=⋅= .  

 Осевое усилие: HFF tа 4,373266714,014,0 22 =⋅=⋅= . 

 Изгибающий момент, создаваемый осевым усилием (действующий в 

Шифр 5 1 0 1 5 9 

Буквы А Б В Г Д Е 

а а 

d1 
Fr1 

Ft1 

Fr2 Ft2 
d2 

2·а 

Fa2 

Рисунок 13.3 – Расчетная схема. 
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вертикальной плоскости): H
d

Fm aU 28
2

15,0
4,373

2

2
2 =⋅=⋅= . 

 

 3. Находим опорные реакции в вертикальной плоскости и строим 

эпюру изгибающих моментов. 

 ∑ = 0Am ; 04221 =⋅⋅+−⋅⋅−⋅− aRmaFaF BUrr , 

 H
a

maFaF
R Urr

B 5,938
2,04

282,010672,031480

4

221 =
⋅

+⋅+⋅⋅
=

⋅

+⋅⋅++⋅
= . 

 ∑ = 0Bm ; 0423 21 =−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅ UArr maRaFaF , 

 H
a

maFaF
R Urr 5,1608

2,04

282,0210672,031480

4

23 21 =
⋅

−⋅⋅+⋅⋅
=

⋅

−⋅⋅+⋅⋅
= . 

 Проверка: 

 ∑ = 0y ; 021 =−−+ rrBA FFRR ; 

 0106714805,9385,1608 =−−+ ; 00 = . 

 Выражение изгибающих моментов: 

 Сечение 1-1 ( )ax ≤≤ 10 : 111 xRМ A ⋅=− , 

 при 01 =х : 011 =−М , 

 при ах =1 : мНаRМ A ⋅=⋅=⋅=− 7,3212,05,160811 . 

 Сечение 2-2 ( )ax ⋅≤≤ 20 1 : 21222 )( xFxaRМ rA ⋅−+⋅=− , 

 при 02 =х : мНаRМ A ⋅=⋅=− 7,32122 , 

 при ах ⋅=22 :     

 мНaFаRМ rA ⋅=⋅−⋅⋅=⋅−⋅⋅=− 4,3472,014802,025,16082 122 . 

 Сечение 3-3 ( )ax ⋅≤≤ 20 3 : 333 xRМ B ⋅=− , 

 при 03 =х : 033 =−М , 

 при ах ⋅=23 : мНаRМ B ⋅=⋅⋅=⋅⋅=− 4,3752,025,938233 . 

 По полученным данным строим эпюру изгибающих моментов в 

вертикальной плоскости (рис. 13.4 – б). 

 

 4. Находим опорные реакции в горизонтальной плоскости и строим 

эпюру изгибающих моментов. 

 ∑ = 0Am ; 042
1

21 =⋅⋅+⋅⋅−⋅− aRaFaF Вtt , 

 H
a

aFaF
R tt

В 35,2333
2,04

2,0226672,04000

4

2211 =
⋅

⋅⋅+⋅
=

⋅

⋅⋅+⋅
= . 

 ∑ = 0Bm ; 0423
1

21 =⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅ aRaFaF Att , 

 H
a

aFaF
R tt

A 35,4333
2,04

2,0226672,034000

4

23 211 =
⋅

⋅⋅+⋅⋅
=

⋅

⋅⋅+⋅⋅
= . 
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 Проверка: 

 ∑ = 0y ; 021

11 =−−+ ttBA FFRR ; 

 07,2666400035,233335,4333 =−−+ ; 00 = . 

 Находим значение изгибающих моментов во всех характерных 

сечениях: 

 Сечение 1-1 ( )ax ≤≤ 10 : 1

1

11 xRМ А ⋅=− , 

 при 01 =х : 011 =−М , 

 при ах =1 : мНаRМ А ⋅=⋅=⋅=− 7,6662,04,43331

11 . 

 Сечение 2-2 ( )ax ≤≤ 20 : 222

1

22 )( xFxaRМ tA ⋅−+⋅=− , 

 при 02 =х : мНМ ⋅=− 7,86622 , 

 при ах =2 :    

   мНaFаRМ tA ⋅=⋅−⋅⋅=⋅−⋅⋅=− 3,9332,040002,024,43332 2

1

22 . 

 Сечение 3-3 ( )ax ⋅≤≤ 20 3 : 3

1

33 xRМ B ⋅=− , 

 при 03 =х : 033 =−М , 

 при ах ⋅=23 : мНаRМ B ⋅=⋅⋅=⋅⋅=− 3,9332,024,233321

33 . 

 По полученным данным строим эпюру изгибающих моментов в 

горизонтальной плоскости (рис. 13.4 – в). 

  

 5. Определяем диаметры вала под серединами зубчатых колес в 

сечениях С и D. 

 Расчетный момент по третьей гипотезе прочности: 

 мНММТМ rВКРС ⋅⋅=++=++= 3222222 10025,13,9334,375200 , 

 мНММТМ rDВDКРD ⋅=++=++= 9652006,8667,321 222222
. 

 

 6. Из расчета на прочность производим подбор требуемых 

диаметров валов по серединам зубчатых колес. 

                                                         [ ]σσ ≤=
U

Р
Р

W

М
, 

где 
31,0 dWU ⋅≈ ,  

     [ ] 2
6

2 10140140
м

Н
мм

Н ⋅==σ . 

 Таким образом: 

             [ ] м
M

d PС
вал

23 6
3

6
3

1 101,41069
101401,0

965

1,0

−− ⋅=⋅=
⋅⋅

=
⋅

≥
σ , 

 [ ] м
M

d PD
вал

23 6
3

6
3

2 1018,4101,73
101401,0

1025

1,0

−− ⋅=⋅=
⋅⋅

=
⋅

≥
σ .  
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 Принимаем: dвал1= 0,42 м, 

                       dвал2= 0,42 м. 

 

а а 

d1 
Fa2 

Fr1 
Ft1 

Fr2 Ft2 
d2 

2·а 

Fa2 

А В 
С D 

1 

1 

2 

2 

3 

3 

mU 

x1 x2 x2 

RA 
RB 

Fr1 Fr2 

а) 

в) 

0 

0 

б) 

321,7 Н·м 

347,4 Н·м 

375,4 Н·м 

R'A Fr1 Fr2 R'B 

г) 

866,6 Н·м 

933,3 Н·м 

0 

0 

200 Н·м 

а) расчетная схема; б) эпюра МВ, Н·м; в) эпюра Мr, Н·м; г) эпюра Т, Н·м 

Рисунок 13.4 – Эпюры крутящих и изгибающих моментов. 
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14. Устойчивость.  

Метод исследовательного приближения. 

Стальной стержень длиной L сжимается силой F.  

Требуется:  

1) найти размеры поперечного сечения при допускаемом напряжении 

на простое сжатие [σ]=1600 кгс/см
2
 (расчет производить последовательными 

приближениями, предварительно задавшись величиной коэффициента 

φ=0,5);  

2) найти величину критической силы и коэффициент запаса 

устойчивости. Данные взять из табл. 14.1. 

 

Таблица 14.1 - Значения необходимых параметров для расчетов. 

№  

строки 

Вариант 

схемы 
F, кН   L, м  

Схема закрепления 

концов стержня  

Форма сечения 

стержня  

1 

2 

I 

II 
10 

20 

2,1 

2,2 
а) 

1 

6 

3 

4 

III 

IV 
30 

40 

2,3 

2,4 
б) 

2 

7 

5 

6 

V 

VI 
50 

60 

2,5 

2,6 в)

 
3 

8 

7 

8 

VII 

VIII 
70 

80 

2,7 

2,8 
г) 

4 

9 

9 

0 

IX 

X 

90 

100 

2,9 

2,0 
д) 

5 

10 

 Е Г Д Д Е 
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F 

L
 

F 

L
 

F 

L
 

а) б) в) 

F 

L
 

F 

L
 

L
 

г) д) 

Рисунок 14.1- Схема закрепления концов стержня в зависимости от 

варианта. 
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1,5·а 

схема I схема II 

а 

а а 

2·а 

а
 

схема IV схема III 

2
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2·а 
2·а 

а
 

0,2·а 

1,5·а 

а
 

0,2·а 0,2·а 

а
 

а 

d
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0,2·d 

Рисунок 14.2-Форма сечения стержня (по варианту). 

схема VI схема V 

схема X схема IX 

схема VIII схема VII 
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Пример №14. 
 

 

 

Дано:  

Форма сечения стержня 10; F = 588,6 кН; L = 2м; [σ] = 156,96 МПа. 

 
  

Решение: 

Условие устойчивости колонны имеет вид: [ ]σ
ϕ

σ ≤
⋅

=
А

F
y , 

где F - продольная сжимающая сила, кН; 

       А- площадь поперечного сечения, м
2
; 

       φ - коэффициент продольного изгиба, зависящий от материала стержня и 

его гибкости.  

Так как в формуле две неизвестные величины φ и А, то подбор сечения 

проводим способом последовательного приближения.  

 

1. Приближение 1.  

Для первого  приближения принимаем φ = 0,5. Тогда требуемая 

площадь сечения: [ ]
23

6

3

105,7
1096,1565,0

106,588
м

F
Атр

−⋅=
⋅⋅

⋅
=

⋅
=

σϕ . 

Определим d: 
2

22

16,0
4

)6,0(

4
d

dd
А π

ππ
⋅=

⋅
−

⋅
= ; 

отсюда: м
А

d 122,0
503,0

105,7

16,0

3

=
⋅

=
⋅

=
−

π . 

Определим основные геометрические характеристики поперечного 

сечения и гибкость стойки: 

      
464

44

1046,90136,0
4

)6,05,0(

4

)5,0(
мd

dd
JJ YX

−⋅=⋅⋅=
⋅⋅⋅

−
⋅⋅

== π
ππ

; 

6 0 0 

Г Д Е 

F 

L
 

L
 d
 

0,2·d 

Рисунок 14.3 – Схема закрепления и форма сечения стержня. 
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                                     A

J
iii X
YX ===min  ;       

mini

L⋅
=

µ
λ

. 

где µ- коэффициент приведения длины стойки, зависящий от способа  

закрепления ее концов, (для схемы на рис. 14.3 принимаем µ=0,5).  

Получаем:                     14,57
035,0

)22(5,0
=

+⋅
=λ . 

Для зависимости φ от λ этому значению гибкости соответствует 

следующее значение: 

При λ =50; φ = 0,89; 

При λ = 60; φ = 0,86; 

поэтому при λ = 57,14: 868,014,7
10

86,089,0(
89,01 =⋅

−
−=ϕ . 

Проверяем условие устойчивости: 

                             МПаМПа
А

F
96,1564,90

105,7868,0

106,588
3

3

1

<=
⋅⋅

⋅
=

⋅
=

−ϕ
σ . 

Получено: недонапряжение. 

 

2. Приближение 2. 

Для второго приближения принимаем: 

                            684,0
2

5,0868,0

2

1
2 =

+
=

+
=

ϕϕ
ϕ ; 

                               [ ]
23

6

3

2

1048,5
1096,156684,0

106,588
м

F
Атр

−⋅=
⋅⋅

⋅
=

⋅
=

σϕ . 

Определим диаметр: мd 1,0
503,0

1048,5 3

=
⋅

=
−

. 

              м
А

J
iмdJ x

x 028,0
1048,5

1027,4
1027,40427,0

3

5

min

464 =
⋅
⋅

==⇒⋅=⋅= −

−
−

. 

Получаем: 43,71
028,0

)22(5,0
=

+⋅
=λ . 

При λ = 70   φ = 0,81; 

При λ = 80   φ = 0,75;  

поэтому при λ = 71,43: 8,043,1
10

)75,081,0(
81,03 =⋅

−
−=ϕ . 

Проверяем условие прочности: 

                          МПаМПа
А

F
96,1563,134

3

<=
⋅

=
ϕ

σ . 
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Получено: недонапряжение. 

[ ]
[ ]

%5%4,14100
96,156

3,13496,156
%100 >=⋅

−
=⋅

−
σ

σσ
- что не допустимо. 

 

3. Приближение 3. 

Для третьего приближения принимаем: 

                  742,0
2

684,08,0

2
23

4 =
+

=
+

=
ϕϕ

ϕ ; 

                    [ ]
23

6

3

4

105
1096,156742,0

106,588
м

F
Атр

−⋅=
⋅⋅

⋅
=

⋅
=

σϕ . 

Определим диаметр: мd 1,0
503,0

105 3

=
⋅

=
−

. 

   м
А

J
iмdJ x

x 029,0
105

1027,4
1027,40427,0

3

5

min

464 =
⋅
⋅

==⇒⋅=⋅= −

−
−

. 

Получаем: 97,68
029,0

)22(5,0
=

+⋅
=λ . 

При λ = 60   φ = 0,86; 

При λ = 70   φ = 0,81; 

 поэтому при λ =68,97: 815,097,8
10

)81,086,0(
86,05 =⋅

−
−=ϕ  

                 МПаМПа
А

F
96,1564,144

105815,0

106,588
3

3

5

<=
⋅⋅
⋅

=
⋅

= −ϕ
σ . 

  Получено: недонапряжение. 

[ ]
[ ]

%5%8100
96,156

4,14496,156
%100 >=⋅

−
=⋅

−
σ

σσ
- что не допустимо. 

 

4. Приближение 4. 

 Для четвертого приближения принимаем: 

778,0
2

742,0815,0

2

45
6 =

+
=

+
=

ϕϕ
ϕ , 

[ ]
23

6

3

6

1082,4
1096,156778,0

106,588
м

F
Атр

−⋅=
⋅⋅

⋅
=

⋅
=

σϕ . 

Определим диаметр: мd 098,0
503,0

1082,4 3

=
⋅

=
−

. 
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м
А

J
iмdJ x

x 028,0
1082,4

1092,3
1092,30427,0

3

5

min

464 =
⋅
⋅

==⇒⋅=⋅=
−

−
−

. 

Получаем: 43,71
028,0

)22(5,0
=

+⋅
=λ . 

При λ = 70   φ = 0,81; 

При λ = 80   φ = 0,75; 

 поэтому при λ =71,43: 8,043,1
10

)75,081,0(
81,07 =⋅

−
−=ϕ . 

МПаМПа
А

F
96,1566,152

1082,48,0

106,588
3

3

7

<=
⋅⋅

⋅
=

⋅
=

−ϕ
σ . 

Получено: недонапряжение. 

[ ]
[ ] %5%8,2100

96,156

6,15296,156
%100 <=⋅

−
=⋅

−
σ

σσ
- что допустимо. 

Окончательно принимаем, сечение с диаметром, d = 0,098м = 98мм. 

 

5. Определение критической силы. 

 Так как предλλ < , то применим формулу Ф. С. Ясинского (71,43 < 100, 

для стали Ст.3 предλ =100) для критических по устойчивости напряжений: 

λσ ⋅−= baкр , 

где a, b - постоянные, зависящие от материала, (так для стали Ст.3 

2

5101,3
м

кН
а ⋅= ; 2

2104,11
м

кН
b ⋅= ). 

.7,11011057,2281082,4

;57,228228570716431140310000

63

22

кНАF

м

МН

м

кН

кркр

кр

=⋅⋅⋅=⋅=

==⋅−=

−σ

σ
 

Коэффициент запаса устойчивости: 

доп

кр

устn
σ

σ
= , 

где [ ]σϕσ ⋅=доп  МПадоп 1281608,0 =⋅=⇒ σ . 

Тогда:                          79,1
128

57,228
==устn . 
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15. Динамика. Ударные нагрузки. 
На двутавровую балку, свободно лежащую на двух жестких опорах 

(рис. 15.1), с высоты h падает груз F.  

Требуется: 

1) найти наибольшее нормальное напряжение в балке; 

2) решить аналогичную задачу при условии, что правая опора заменена 

пружиной, податливость которой (т.е. осадка от груза весом 1 тс) равна α; 

3) сравнить полученные результаты. 

Данные взять из табл. 15.1. 

Указание: 

  При наличии упомянутой в п. 2 пружины ПРБСТ ∆⋅+∆=∆ β ,  

где ∆Б — прогиб балки, лежащей на жестких опорах, в том сечении, где 

приложена сила F (при статическом действии этой силы);  

     ∆ПР — осадка пружины от реакции, возникающей от силы F;  

     β — коэффициент, устанавливающий зависимость между осадкой 

пружины и перемещением точки приложения силы F, вызванным 

поворотом всей балки вокруг центра шарнира левой опоры как жесткого 

целого (коэффициент β находится из подобия треугольников). 

 

Таблица 15.1 – Исходные данные для задачи. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

№ 

строки 

Схема 

по рис. 

15.1  

№ 

двутавра  

L, 

 м  

F, 

 кгс  

h, 

 см  

α,  

см/тс 

1 I 20 2,1 110 11 21 

2 II 20 а 2,2 120 12 22 

3 III 24 2,3 30 3 23 

4 IV 24 а 2,4 40 4 24 

5 V 27 2,5 50 5 25 

6 VI 27а 2,6 60 6 26 

7 VII 30 2,7 70 7 27 

8 VIII 30а 2,8 80 8 28 

9 IX 33 2,9 90 9 29 

0 X 36 3,0 100 10 30 

 Е Д Е Г Д Е 
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F F h h 

4·L/5 
L/4 L/5 

3·L/4 

I II 

F h 

2·L/3 
L/3 

III 

F h 

L/2 L/2 

IV 

F h 

L/3 
2·L/3 

V 

F h 

L/4 
3·L/4 

VI 

F h 

L/5 
4·L/5 

VII 

F 

h 

L/5 
L 

VIII 

F h 

L/4 
L 

IX 

F 

h 

L/3 
L 

X 

Рисунок 15.1 – Расчетная схема (по вариантам). 
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Пример №15. 
 

 

 

 

Дано:   
Схема 5; двутавр № 27 ;L=2,5м; F=588,6Н; h=5см; α=25,5 м/кН; 

Е=2,1·10
11

Па. 

 

Решение: 

I. Балка имеет обе опоры жесткие. 

1. Определение статического прогиба в сечении С. 

Пользуясь уравнениями равновесия, найдем, опорные реакции балки 

АВ: 

                                ;2,196
3

6,588

3

3 H
F

l

L
F

RA ===
⋅

=   

                         H
F

L

L
F

RB 4,392
3

6,5882

3

23

2

=
⋅

=
⋅

=

⋅
⋅

= . 

Проверка:∑ = ,0Y  т.е.  .06,5884,3922,1960 верноFRR BA −=−+⇒=−+ . 

Для определения статического прогиба в точке С воспользуемся методом 

начальных параметров: 

                 ,
62

3

0

2

0
00

zQzM
LJEYJEYJE XX

ст

СX

⋅
+

⋅
+⋅⋅⋅+⋅⋅=⋅⋅ ϕ  

где Y0=0, M0=0;             HRQ A 2,1960 == . 

Угол  поворота   вначале  координат φ0 определим путем, составления, 

уравнения прогибов для сечения В, где прогиб так же равен нулю: 

           0
6

)
3

2
(

6

3
3

00 =

⋅
−⋅

−
⋅

+⋅⋅⋅+⋅⋅=⋅⋅

L
LF

LR
LJEYJEYJE A

XX

ст

СX ϕ  

Так как,Y0  и 
ст

BY
 равны нулю, то решив это уравнение найдем: 

                                 
XX

A

JELJE

LRLF

⋅
−=

⋅⋅
⋅







 ⋅
−

⋅
=

7,1811

6162

33

0ϕ . 

Подставив значение φ0 в уравнение прогиба, получаем: 

    м
L

JE

L

JE
Y

XX

ст

С

5

811

3

1044,1
105010101,2

4,151

3

2

6

1962

3

27,181 −
− ⋅−=

⋅⋅⋅
=







 ⋅
⋅

⋅⋅
+

⋅
⋅

⋅
= . 

 

 

6 5 5 

Г Д Е 
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2. Определение коэффициента динамичности по приближенной и 

точной формулам. 

а) По точной формуле: 36,84
1044,1

05,02
11

2
11

5
=

⋅
⋅

++=
⋅

++= −ст

С

Д
Y

h
K ; 

б) по приближенной формуле: 33,83
1044,1

05,022
5

=
⋅

⋅
=

⋅
= −ст

С

Д
Y

h
K . 

Следует отметить, что коэффициент динамичности по точной формуле 

отличается, от коэффициента динамичности по приближенной формуле на 

1,22 %. 

 

3. Вычисление наибольшего нормального напряжения и прогиба при 

ударе.  

При определении динамических напряжений вначале следует найти 

статические напряжения. Максимальный изгибающий момент от нагрузки F, 

приложенной в точке С статически, определяется по формуле: 

                    мH
LF

L

LL
F

MС ⋅=
⋅⋅

=
⋅⋅

=







⋅






 ⋅
⋅

= 327
9

5,26,5882

9

233

2

. 

По полученному значению изгибающего момента строим эпюру М.  

Статическое напряжение в точке С: МПа
W

М

С

Сст

С 88,0
10371

327
6

±=
⋅

=±=
−

σ . 

Динамическое напряжение в точке С при ударе:

 

                       MПaK ст

СД

Д

С 24,7488,036,84 =⋅=⋅= σσ . 

Динамический прогиб в точке C : 

                      мYKY ст

СД

Д

С

35 1022,11044,136,84 −− ⋅=⋅⋅=⋅= . 

 

II. В балке правая опора упругая. 

1) Определение коэффициента динамичности, при замене правой 

жесткой опоры пружиной. 

Осадка правой опоры под действием, силы F: 

                             мRY B

упр

B

33 10103924,0105,25 −− ⋅=⋅⋅=⋅=α . 

Величина полного статического перемещения в точке С: 

мYYYYY упр

B

ст

С

упр

С

ст

С

полн

С

3
3

5 1069,6
3

10102
1044,1

3

2 −
−

− ⋅=
⋅⋅

+⋅=⋅+=+= , 

где 
ст

СY - статический прогиб от силы F; 

      
упр

СY  - перемещение в точке C при осадке пружины.  

Значение коэффициента динамичности при полном перемещении 

точки C:                    99,4
1069,6

05,02
11

3
=

⋅

⋅
++=′

−ДK . 
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2) Определение наибольших напряжений при упругой правой опоре (из 

пружины). 

                                  MПaK ст

СД

Д

С =⋅=⋅′=′
88,099,4σσ . 

3) Сравнение динамических напряжений при балке на жестких опорах 

и при замене правой опоры пружиной. 

- для жестких опор: MПaД

С 24,74=σ ; 

- для упругих опоры: MПa
Д

С 4,4=′σ . 

Отношение напряжений: 89,16
4,4

24,74
==

′ Д

С

Д

С

σ
σ

. 

Таким образом, замена жесткой опоры в балке пружиной снизит 

динамическое напряжение в опасной точке в 16,89 раза, с чем бесспорно 

необходимо считаться. 

 

F 
h 

L/3 2·L/3 

у 

у 

х 

Двутавр №27 

А 
С 

В 

WX=371·10
-6

м
3
 

JX=5010·10
-8

м
4
 

(Гост 8239-72) 

а) 

б) 

в) 

г) 

327 Н·м 

YС
cт

=-1,44·10
-5

м 

YС
пр

=6,69·10
-3

м 

YВ
пр

=10·10
-3

м 

а) схема нагружения; б) эпюра М, кН·м; в) эпюра прогиба на жесткой опоре В; 

г)эпюра прогиба на упругой опоре В 

Рисунок 15.2 – Двухопорная балка. 

z 
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Для заметок 
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Для заметок 
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