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ПРЕДИСЛОВИЕ

Основная цель настоящих методических указаний – способствовать развитию практических навыков у слушателей при самостоятельной работе над учебным материалом.
Пособие предназначено для слушателей 1 курса факультета заочного обучения ИвИ ГПС МЧС России, содержит рекомендации по решению задач контрольных работ №№ 1, 2 ,3, 4, 5, 6.

Тема контрольной работы №1 «Элементы линейной алгебры и аналитической геометрии. Комплексные числа».

Тема контрольной работы №2 «Введение в математический анализ. Дифференциальное исчисление функций одной переменной».
Тема контрольной работы №3 «Исследование функций с помощью производных. Интегральное исчисление функций одной переменной».
Тема контрольной работы №4 «Функции нескольких переменных. Кратные и криволинейные интегралы».

Тема контрольной работы №5 «Ряды. Обыкновенные дифференциальные уравнения».

Тема контрольной работы №6 «Основы теории вероятностей».

В начале каждой работы содержатся основные теоретические сведения, необходимые для успешного выполнения предложенных контрольных работ. Также приводятся решения некоторых типовых примеров.

Изучая литературу, особое внимание следует обратить на теоретические вопросы, публикуемые ниже. Они входят в программу экзамена и зачетного собеседования.

Основные требования, с которыми Вам придется столкнуться на экзамене:
1. Умение четко сформулировать каждое понятие, истолковать его геометрический или физический смысл, приводить примеры, иллюстрирующие понятие.
2. Умение четко формулировать и доказывать теоремы, знать выводы формул, указанных в вопросах.

3. Знание основных формул и приемов, умение применять их к решению задач.
Теоретические вопросы
1. Определители 2 и 3 порядка, свойства определителей.

2. Матрицы, виды матриц. Действия с матрицами. Обратная матрица.

3. Система линейных уравнений (основные понятия). Матричный способ решения систем линейных уравнений. Формулы Крамера.

4. Векторное произведение и его свойства. Векторное произведение в координатах. Приложения векторного произведения.

5. Смешанное произведение и его свойства. Смешанное произведение в координатах. Приложения смешанного произведения.

6. Векторы. Линейные операции над векторами. Разложение векторов по базису. Скалярное произведение векторов.

7. Координаты вектора. Действия над векторами в координатах. Угол между векторами. Направляющие косинусы.

8. Виды уравнения прямой на плоскости.

9. Угол между прямыми. Условия параллельности и перпендикулярности прямых. Расстояние от точки до прямой.

10. Уравнение плоскости с нормальным вектором. Общее уравнение плоскости.

11. Угол между плоскостями. Условия параллельности и перпендикулярности плоскостей. Расстояние от точки до плоскости.

12. Прямая в пространстве. Каноническое уравнение прямой в пространстве. Параметрическое уравнение прямой.

13. Кривые второго порядка. Окружность.

14. Эллипс. Исследование канонического уравнения эллипса.

15. Гипербола. Исследование уравнения гиперболы.

16. Канонические уравнения параболы и их исследования.

17. Комплексные числа в алгебраической форме и действия с ними.

18. Геометрическая интерпретация комплексного числа. Тригонометрическая и показательная формы комплексного числа.
19. Действия с комплексными числами в тригонометрической и показательной формах.

20. Предел функции в точке. Односторонние пределы. Предел функции при 
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. Теоремы о пределах функции.

21. Первый и второй замечательные пределы.

22. Бесконечно малые и бесконечно большие функции. Эквивалентные бесконечно малые и их свойства.

23. Непрерывные функции и их свойства.

24. Точки разрыва и их классификация.

25. Производная функции, ее механический и геометрический смысл. Производные основных элементарных функций.

26. Производная суммы, разности, произведения, частного функций. Производная сложной функции. 

27. Производная неявно и параметрически заданной функции, логарифмическое дифференцирование.

28. Дифференциал функции и его геометрический смысл. Применение дифференциала к приближенным вычислениям.

29. Правило Лопиталя, раскрытие неопределенностей.

30. Производные высших порядков (явно, неявно и параметрически заданных функций).

31. Монотонность и экстремумы функции.

32. Выпуклость графика функции и точки перегиба.

33. Асимптоты графика функции.

34. Понятие функции нескольких переменных. Изображение функции двух переменных в пространстве. Линии уровня.

35. Частные производные функции двух переменных.

36. Полный дифференциал функции нескольких переменных, связь его с частными производными.

37. Касательная плоскость и нормаль к поверхности.

38. Производная по направлению. Градиент функции 
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39. Экстремумы функций двух переменных (основные понятия, необходимые условия экстремума, достаточные условия экстремума).

40. Условный экстремум. Метод множителей Лагранжа.

41. Понятия первообразной и неопределённого интеграла. Таблица основных неопределённых интегралов. Свойства неопределённого интеграла. Методы интегрирования: непосредственное интегрирование, метод подстановки.
42. Дробно-рациональная функция и её представление в виде суммы простейших дробей. Интегрирование простейших рациональных дробей. Интегрирование дробно-рациональных функций.

43. Универсальная тригонометрическая подстановка. Интегралы типа 
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. Использование тригонометрических преобразований.

44. Интегрирование простейших иррациональностей. Квадратичные иррациональности. Дробно-линейная подстановка. Тригонометрическая подстановка.

45. Понятие определённого интеграла. Формула Ньютона-Лейбница. Свойства определённого интеграла. Методы вычисления определённого интеграла.

46. Геометрический смысл определённого интеграла. Вычисления площадей плоских фигур: в прямоугольных координатах, в полярных координатах.

47. Несобственные интегралы первого рода (с бесконечным промежутком интегрирования). Признаки сравнения. Абсолютная сходимость.

48. Несобственные интегралы второго рода (от разрывной функции). Признаки сходимости.

49. Задачи, приводящие к дифференциальным уравнениям. Основные понятия теории дифференциальных уравнений. Дифференциальные уравнения 1го  порядка с разделяющимися переменными.

50. Дифференциальные уравнения 1го порядка: однородные, линейные и уравнения в полных дифференциалах.

51. Дифференциальные уравнения высших порядков. Основные понятия. Уравнения, допускающие понижение порядка.

52. Линейные дифференциальные уравнения n–го порядка. Линейные однородные дифференциальные уравнения 2–го порядка и свойства его решения. Линейные однородные дифференциальные уравнения n–го порядка.
53. Линейные однородные дифференциальные уравнения 2–го порядка с постоянными коэффициентами. Линейные однородные дифференциальные уравнения n–го порядка с постоянными коэффициентами.
54. Неоднородные линейные дифференциальные уравнения 2–го порядка. Структура общего решения. Метод нахождения частных решений (метод вариации постоянных).
55. Неоднородные линейные дифференциальные уравнения 2–го порядка с постоянными коэффициентами и с правой частью специального вида.

56. Двойной интеграл. Определение. Геометрический смысл. Основные свойства. 

57. Вычисление двойного интеграла в декартовой системе координат (случай прямоугольной и криволинейной областей). Вычисление площади плоской фигуры.

58. Замена переменной в двойном интеграле. Вычисление двойных интегралов в полярной системе координат.

59. Тройной интеграл. Определение. Основные свойства тройного интеграла.

60. Вычисление тройного интеграла в декартовых координатах. Вычисление объема тела.

61. Замена переменной в тройном интеграле. Вычисление тройных интегралов в цилиндрических и сферических координатах.

62. Криволинейные интегралы 1 рода.

63. Криволинейные интегралы 2 рода.

64. Поверхностные интегралы 1 рода.

65. Поверхностные интегралы 2 рода.

66. Векторное поле.

67. Числовые ряды. Основные понятия. Свойства. Необходимый признак сходимости.

68. Достаточные признаки сходимости знакопостоянных рядов.

69. Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница.

70. Абсолютная и условная сходимости числовых рядов. Свойства абсолютно сходящегося ряда.

71. Степенные ряды. Основные понятия. Теорема Абеля.

72. Интервал и радиус сходимости степенного ряда. Свойства степенных рядов.

73. Ряды Тейлора и Маклорена. Теорема о единственности разложения функции в степенной ряд.

74. Понятие тригонометрического ряда Фурье. Вывод формул для коэффициентов Фурье. Формулировка теоремы Дирихле.
75. Разложение в ряд Фурье четных и нечетных функций заданных на отрезке [-П; П]. Разложение в ряд Фурье функций произвольного периода.

76. Основные понятия комбинаторики (размещения, сочетания, перестановки). Примеры.

77. Случайные события, его виды. Классическое и статистическое определение вероятности. Примеры.

78. Теорема сложения вероятностей несовместных и совместных событий. 

79. Теорема умножения вероятностей независимых и зависимых событий.

80. Формулы полной вероятности и Байеса.

81. Закон распределения дискретной случайной величины. Биномиальное распределение и распределение Пуассона. 

82. Функция и плотность распределения. Равномерное распределение непрерывной случайной величины.

83. Математическое ожидание дискретной и непрерывной случайной величины. Свойства математического ожидания. 

84. Дисперсия дискретной и непрерывной случайной величины. Свойства дисперсии.

85. Статистика и ее задачи. Основы обработки статистических данных. Вариационные ряды и их графическое изображение. Основы выборочного метода. Генеральная совокупность и выборка. Среднее квадратическое отклонение.

86. Проверка статистических гипотез. Критерии согласия.
87. Простейший поток событий. Математическое моделирование потока вызовов пожарных подразделений.

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ

К КОНТРОЛЬНЫМ РАБОТАМ 
КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №1

ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ И
АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

Основные теоретические сведения

1. Определителем (детерминантом) 
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Алгебраическим дополнением 
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Рекуррентная формула для вычисления определителя 
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(разложение определителя по элементам 
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-й строки).

Определитель второго порядка
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2. Скалярным произведением двух векторов 
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 называется число, определяемое равенством
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где 
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 - угол между векторами 
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3. Векторным произведением двух векторов 
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 называется вектор 
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, длина которого равна произведению длин векторов-сомножителей на синус угла между ними и который направлен перпендикулярно векторам 
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4. Смешанное произведение трех векторов 
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Модуль смешанного произведения равен объему параллелепипеда, построенного на векторах 
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Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки 
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Угол между двумя плоскостями, имеющими нормальные векторы 
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6. Уравнения прямой в пространстве, проходящей через две заданные точки 
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7. Матрицей 
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(поэлементное умножение 
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Элементы 
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где 
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где 
[image: image103.wmf]ij
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 - коэффициенты системы; 
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где 
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если определитель системы отличен от нуля.

9. Кривые второго порядка: кривые, описываемые уравнениями вида:
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Окружностью (рис.3) называется множество всех точек плоскости, равноудаленных от данной точки, называемой центром окружности.
[image: image1229.jpg]



Рис.3
Каноническое уравнение окружности:
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где т. 
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 – радиус окружности.
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Рис.4

Эллипсом (рис.4) называется множество всех точек плоскости, сумма расстояний от каждой из которых до двух данных точек этой плоскости, называемых фокусами, есть величина постоянная, большая, чем расстояние между фокусами.

Каноническое уравнение эллипса:
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Рис.5

Гиперболой (рис.5) называется множество всех точек плоскости, модуль разности расстояний от каждой из которых до двух данных точек этой плоскости, называемых фокусами, есть величина постоянная, меньшая, чем расстояние между фокусами.

Каноническое уравнение гиперболы:
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Рис.6

Параболой (рис.6) называется множество всех точек плоскости, каждая из которых одинаково удалена от данной точки, называемой фокусом, и данной прямой, называемой директрисой. 
Расстояние от фокуса 
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Директриса параболы:   
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Комплексное число 
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Рис.7
Возведение в натуральную степень 
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которая называется формулой Муавра.

Извлечение корня 
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где 
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Пример 1. По координатам вершин пирамиды 
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Длины этих векторов, т.е. длины ребер 
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2) Скалярное произведение векторов 
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а косинус угла между ними – по формуле (5):
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Отсюда следует, что 
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3) Площадь грани 
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Здесь определитель вычисляется с помощью разложения по первой строке. Следовательно, 
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4) Объем 
[image: image210.wmf]V

 пирамиды равен 
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 объема параллелепипеда, построенного на векторах 
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 Используя формулу (3), получаем
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Пример 2. Найти угол между плоскостью 
[image: image217.wmf]1
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Решение: Уравнение плоскости 
[image: image223.wmf]1
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[image: image224.wmf]0

5

11

6

6

6

4

5

5

6

9

6

4

5

6

6

=

-

-

-

-

-

-

-

-

-

z

y

x

, 
[image: image225.wmf]0

6

0

2

0

3

2

5

6

6

=

-

-

-

-

-

z

y

x

,

т. е. 
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По уравнениям плоскостей определяем их нормальные векторы: 
[image: image227.wmf]k
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Пример 3. Составить уравнение прямой, проходящей через точки 
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Решение: Используя формулу (6), получаем
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Равенство нулю знаменателя второй дроби означает, что прямая принадлежит плоскости 
[image: image238.wmf].

2

-

=

y


Пример 4. С помощью формул Крамера найти решение системы линейных уравнений 
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Решение: Вычислим определитель системы


[image: image240.wmf]=

×

+

-

-

×

+

-

-

×

=

-

-

-

=

D

1

4

5

1

1

3

4

4

1

3

3

1

4

5

2

3

1

4

4

5

1

1

3

2



[image: image241.wmf].

2

19

13

3

)

11

(

2

-

=

-

×

+

-

×

=


Так как 
[image: image242.wmf]0
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, то решение системы может быть найдено по формулам Крамера (11). Для этого найдем 
[image: image243.wmf]3

2

1

,

,

D

D

D

:


[image: image244.wmf]10

3

1

4

4

5

5

1

3

2

1

-

=

-

-

-

-

-

=

D

, 
[image: image245.wmf]12

3

4

4

4

5

1

1

2

2

2

-

=

-

-

-

-

=

D

,


[image: image246.wmf]20

4

1

4

5

5

1

2

3

2

3

-

=

-

-

-

=

D

.

Подставляя найденные значения определителей в формулы (11), получаем искомое решение системы: 
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Пример 5. Найти решение системы примера 4 с помощью обратной матрицы.

Решение: Здесь 
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Так как определитель матрицы системы отличен от нуля (см. пример 4): 
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 имеет обратную. Для нахождения обратной матрицы 
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Согласно формуле (9), матрица 
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Матричное решение системы (21) в силу формулы (12) имеет вид
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откуда следует (из условия равенства двух матриц), что 
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Пример 6. Даны координаты вершин треугольника АВС:     А(-1;2), В(5;-1), С(-4;-5). Найти: 1) уравнение медианы АЕ; 2) уравнение и длину высоты СD; 3) уравнение прямой, проходящей через точку Е параллельно стороне АВ.
Решение: 1) Для составления уравнения медианы АЕ найдем сначала координаты точки Е, которая лежит на середине отрезка ВС: 
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Уравнение прямой, проходящей через две заданные точки плоскости А(x1;y1) и В(x2;y2), имеет вид
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Теперь, подставив в (22) координаты точек А и Е, получаем уравнение медианы:
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(АЕ).
2) Для составления уравнения высоты СD воспользуемся уравнением прямой, проходящей через заданную точку М0(x0;y0) с заданным угловым коэффициентом 
[image: image284.wmf]k
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и условием перпендикулярности прямых АВ и СD, которое выражается соотношением 
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 значение 
[image: image289.wmf]2

=

CD

k

, а вместо x0, y0  координаты точки С, получим уравнение высоты СD:
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(CD).
Для вычисления длины высоты CD воспользуемся формулой отыскания расстояния 
[image: image293.wmf]d

 от заданной точки М0(x0;y0) до заданной прямой с уравнением 
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Подставив в (24) вместо x0, y0 координаты точки С, а вместо А, В и С коэффициенты уравнения прямой АВ, получаем 
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3) Так как искомая прямая ЕF параллельна прямой АВ, то 
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 Подставив в уравнение (23) вместо x0, y0 координаты точки Е, а вместо 
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 значение 
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[image: image300.wmf]);

2

1

(

2

1

3

-

-

=

+

x

y

 
[image: image301.wmf];

2

1

6

2

+

-

=

+

x

y



[image: image302.wmf];

1

2

12

2

+

-

=

+

x

y

 
[image: image303.wmf]0
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(ЕF).

Пример 7.  Составить уравнение гиперболы, проходящей через точку 
[image: image304.wmf])
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Решение:
Уравнение асимптот: 
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Подставим данные в уравнение гиперболы (16):
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Уравнение гиперболы: 
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Пример 8.  Записать число 
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Решение: Находим модуль
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Находим угол


[image: image319.wmf]3

1

-

-

=

arctg

j



 EMBED Equation.3  [image: image320.wmf]3

1

arctg

=



 EMBED Equation.3  [image: image321.wmf].

6

3

3

p

=

=

arctg


[image: image1234.jpg]



Рис.8

Вектор, соответствующий данному комплексному числу, лежит в III координатной четверти (рис.8), поэтому одним из аргументов является 
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Это и есть тригонометрическая форма комплексного числа 
[image: image324.wmf]i
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Пример 9.  Записать число 
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Решение: Сначала найдем 
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Тогда 
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Пример 10.  Вычислить 
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Решение: Запишем сначала число 
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 в тригонометрической форме: 
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 (см. пример 9). Теперь воспользуемся формулой Муавра (19). Тогда
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №2

ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ.
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ
ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ
Основные теоретические сведения
1. Определение конечного предела функции в точке: число 
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Две функции 
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Предел отношения бесконечно малых (бесконечно больших) функций не изменится, если каждую из них заменить эквивалентной ей функцией, т.е.
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если 
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2. К основным элементарным функциям относятся: 1) степенная функция 
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Предел элементарной функции в точке области ее определения равен частному значению функции в этой точке: 
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Нарушение ограничений, накладываемых на функции при вычислении их пределов, приводит к неопределенностям вида
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Элементарными приемами раскрытия неопределенностей являются:

1) сокращение на множитель, создающий неопределенность;

2) деление числителя и знаменателя на старшую степень аргумента (для отношения многочленов при 
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3) применение эквивалентных бесконечно малых и бесконечно больших;

4) использование первого замечательного предела:

[image: image383.wmf]1

)

(

)

(

sin

lim

0

)

(

=

®

x

x

x

a

a

a

;


         (2)

5) использование второго замечательного предела:
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Отметим также, что 
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3. Функция 
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2) существуют конечные односторонние пределы функции
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3) односторонние пределы равны:
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4) предельное значение функции в точке 
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 равно ее частному значению 
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Обозначение: 
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Точка 
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4. Производной функции 
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Функция 
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, называется дифференцируемой в этом интервале; операция нахождения производной функции называется дифференцированием.
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5. Физический смысл производной: Если функция 
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6. Геометрический смысл производной: Производная 
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7. Уравнение касательной в точке 
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8. Уравнение нормали в точке 
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9. Теорема о непрерывности: Если функция дифференцируема в некоторой точке, то она непрерывна в ней.

10. Правила дифференцирования:

1. 
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11. Производная сложной и обратной функции:
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 – сложная функция с промежуточным аргументом 
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Теорема: Если функция 
[image: image440.wmf](

)

x

u

j

=

 имеет производную 
[image: image441.wmf]x

u

¢

 в точке x, а функция 
[image: image442.wmf](

)

u

f

y

=

 имеет производную 
[image: image443.wmf]u

y

¢

 в соответствующей точке 
[image: image444.wmf](

)

x

u

j

=

, то сложная функция 
[image: image445.wmf](

)

(

)

x

f

y

j

=

 имеет производную 
[image: image446.wmf]x

y

¢

 в точке x, которая находится по формуле 
[image: image447.wmf]x

u

x

u

y

y

¢

×

¢

=

¢

.

Таким образом, для нахождения производной сложной функции надо производную данной функции по промежуточному аргументу умножить на производную промежуточного аргумента по независимому аргументу.

Пусть 
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Теорема: Если функция 
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 и имеет неравную нулю производную 
[image: image452.wmf](

)

x

f

¢

 в произвольной точке этого интервала, то  обратная ей функция 
[image: image453.wmf](

)

y

x

j

=

 также имеет производную 
[image: image454.wmf](

)

y

j

¢

 в соответствующей точке, определяемую равенством 
[image: image455.wmf](

)

(

)

x

f

y

¢

=

¢

1

j

 или 
[image: image456.wmf]x

y

y

x

¢

=

¢

1

.

Таким образом, производная обратной функции равна обратной величине производной данной функции:
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12. Производные основных элементарных функций:
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2. Показательная функция: 
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3. Логарифмическая функция: 
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4. Тригонометрические функции: 
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5. Обратные тригонометрические функции: 
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13. Правило Лопиталя. Предел отношения двух бесконечно малых или бесконечно больших функций (неопределенность 
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если предел справа существует.
Пример 1.  Найти 
[image: image485.wmf].
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Решение: Подставляя вместо 
[image: image486.wmf]x

 его предельное значение, равное 3, получаем в числителе бесконечно большую, а в знаменателе – бесконечно малую функцию:
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Поэтому  
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Пример 2.  Найти 
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Решение: Подстановка предельного значения аргумента приводит к неопределённости вида 
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поскольку при 
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Пример 3.  Найти 
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Решение: Для раскрытия получающейся здесь неопределенности вида 
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Пример 4.  Найти 
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Решение: Подстановка 
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Здесь использован второй замечательный предел (3).

Пример 5.  Исследовать функцию
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на непрерывность; найти точки разрыва функции и определить их тип. Построить схематический график функции.
Решение: Так как данная функция определена на всей числовой оси, то «подозрительными на разрыв» являются те точки, в которых изменяется аналитическое выражение функции, т. е. точки 
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. Вычислим односторонние пределы в этих точках.
Для точки 
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Односторонние пределы функции в точке 
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 существуют, но не равны между собой. Следовательно, эта точка является точкой разрыва первого рода.

Для точки 
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Односторонние пределы функции при 
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 равны между собой и равны частному значению функции: 
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 Следовательно, исследуемая точка является точкой непрерывности. График данной функции приведен на рис.9.
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Рис.9
Пример 6. Используя правило Лопиталя, вычислить предел функций:
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Решение: 1) Подстановка предельного значения аргумента 
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 приводит к неопределенности вида 
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Однократное применение правила Лопиталя не приводит к раскрытию неопределенности (по-прежнему получаем 
[image: image538.wmf]0

0

), поэтому применим его еще раз:
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Таким образом, в результате двукратного применения правила Лопиталя находим, что искомый предел равен 9.

2) Убедившись, что имеет место неопределенность вида 
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Пример 7. Найти первую производную функции 
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Решение: Дифференцируем 
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №3

ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ С ПОМОЩЬЮ
ПРОИЗВОДНЫХ. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ
Основные теоретические сведения

1. Если в некоторой окрестности точки 
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 (соответственно точкой максимума или минимума). Необходимое условие экстремума: если 
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2. Точка 
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 либо равна нулю или бесконечности, либо не существует. Достаточное условие точки перегиба: 
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3. Прямая 
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При 
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 имеем горизонтальную асимптоту: 
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то прямая 
[image: image593.wmf]a
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 называется вертикальной асимптотой.

4. Общая схема исследования функции и построения ее графика.

Изучение заданной функции и построение ее графика целесообразно проводить по следующей схеме:

10. Найти область определения и точки разрыва; вычислить значения функции (или соответствующих пределов) в граничных точках области определения.

20. Исследовать вопрос о четности или нечетности, периодичности функции.

30. Определить нули функции и интервалы ее знакопостоянства.

40. Найти асимптоты.

50. Определить, если это не вызовет особых затруднений, точки пересечения графика функции с координатными осями.

60. Исследовать функцию на экстремум, определить интервалы ее монотонности.

70. Найти точки перегиба и интервалы выпуклости и вогнутости графика функции.

80. Построить график, учитывая исследование, проведенное в п.п.10-70.

Отметим, что эта далеко не полная схема позволяет тем не менее успешно строить графики подавляющего большинства функций, встречающихся на практике.
5. Неопределенным интегралом от функции f(x) называется выражение вида 
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. Функция  F(x) называется первообразной для заданной функции f(x).

При интегрировании наиболее часто используются ниже перечисленные методы.

1) Если 
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где a и b – некоторые постоянные.

2) Подведение под знак дифференциала:
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так как 
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3) Формула интегрирования по частям:
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Обычно выражение dv выбирается так, чтобы  его интегрирование не вызывало особых затруднений. За u, как правило, принимается такая функция, дифференцирование которой приводит к ее упрощению. К классам функций, интегрируемых по частям, относятся, в частности, функции вида 
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4) Интегрирование рациональных дробей, т.е. отношений двух многочленов 
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, сводится к разложению подынтегральной функции R(x) на элементарные, всегда интегрируемые дроби вида
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(6)
где l  и m – целые положительные числа, а трехчлен x2+px+q не имеет действительных корней. При этом в случае неправильной дроби (
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5) Интегрирование методом замены переменной (способом подстановки) является одним из эффективных приемов интегрирования. Его сущность состоит в переходе от переменной x к переменной 
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где R – символ рациональной функции.

6. Формула Ньютона – Лейбница для вычисления определенного интеграла имеет вид
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если 
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 и первообразная F(x) непрерывна на отрезке 
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Определенный интеграл численно равен площади криволинейной трапеции, ограниченной прямыми x=a, x=b, y=0 и частью графика функции y=f(x), взятой со знаком плюс, если f(x)
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7. Если интервал интегрирования 
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Интегралы в левых частях равенств (8) и (9)  называются несобственными интегралами. Несобственный интеграл называется сходящимся, если существует конечный предел в правой части равенств (8) и (9). Если же предел не существует или равен бесконечности, то несобственный интеграл называется расходящимся.

8. Пусть криволинейная трапеция, ограниченная прямыми 
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Пример 1. Исследовать на экстремум функцию 
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Решение: Находим первую производную: 
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производной слева и справа от каждой точки. Для наглядности результаты представим в виде таблицы изменения знака 
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В первой строке указаны интервалы, на которые область определения функции разбивается точками 
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Исследуемая функция, как следует из таблицы, имеет минимум в точке 
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Пример 2. Найти асимптоты графика функции 
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Решение: Точка 
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 служит вертикальной асимптотой графика функции [см. формулы (2)].

Ищем наклонные асимптоты 
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Таким образом, уравнение наклонной асимптоты имеет вид 
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Пример 3. Построить график функции 
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Решение: 10. Область определения – вся числовая ось, кроме точки 
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20. Функция общего вида, непериодическая.

30. Функция имеет один нуль в точке 
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40. График функции имеет одну вертикальную асимптоту 
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50. График функции пересекает координатные оси в точке (0;0).

60. Функция имеет один минимум при 
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На интервалах (-
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80. Учитывая полученные результаты, строим график функции 
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Рис.10
Пример 4. Найти 
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Проверка:
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Пример 5. Найти  
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Решение. Так как
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Пример 6. Найти 
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Решение. Применим метод интегрирования по частям. Положим 
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Пример 7. Найти 
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Решение. Подынтегральная рациональная дробь является правильной и разлагается на элементарные дроби вида (6):
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Освобождаясь от знаменателей в обеих частях этого равенства и приравнивая числители, получаем тождество для вычисления неопределенных коэффициентов А, В и С:
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Составим систему трех уравнений с тремя неизвестными. Одно уравнение получим, полагая x=2 (корень знаменателя подынтегральной функции). Два других получим, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в обеих частях тождества, например при х2 и х0:
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Решение этой системы дает: А=2, В=-3, С=1. Таким образом,
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Пример 8. Вычислить определенный интеграл 
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Решение. Применим метод замены переменной; положим 
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Пример 9. Вычислить несобственный интеграл или установить его расходимость: 1) 
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Решение. 1) Первый интеграл является несобственным интегралом с бесконечным верхним пределом интегрирования. Согласно определению (8), имеем
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Следовательно, данный интеграл расходится.

2) Второй интеграл является несобственным интегралом от неограниченной функции; 
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т.е. этот несобственный интеграл сходится.

Пример 10. Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной кривыми 
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 (рис.11).

Решение. 
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Пример 11. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох кривой 
[image: image726.wmf]).
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Решение. Объем полученного тела вращения найдем по формуле (10):


[image: image727.wmf]ò

ò

=

-

=

=

2

0

2

0

2

2

.

3

16

)

4

(

p

p

p

dx

x

x

dx

y

V


КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №4
ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ.
КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ
Основные теоретические сведения

1. Двойной интеграл можно вычислить двумя способами:
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    Рис.12



Рис.13
В первом случае (рис.12) область D лежит между вертикальными прямыми 
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Во втором случае (рис.13) надо провести горизонтальные прямые 
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Рис.15
Пусть область D лежит между двумя лучами 
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3. Криволинейные интегралы 1 рода. Если кривая 
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Если кривая 
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4. Криволинейные интегралы 2 рода. Если кривая 
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Если кривая 
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5. Частной производной первого порядка функции двух переменных 
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(приращение получает только один аргумент 
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Частной производной первого порядка функции двух переменных 
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(приращение получает только один аргумент 
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6. Производная в данном направлении. Градиент функции.
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Градиентом функции 
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Градиент указывает направление наибыстрейшего роста функции в данной точке. Производная 
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7. Экстремум функции двух переменных:

Пусть функция 
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Аналогично определяется точка минимума функции.

Необходимые условия экстремума: Если в точке 
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Решение. Применив формулу (3), перейдем к полярным координатам:
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Область D в полярной системе координат определяется неравенствами (см. рис.16) 
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           Рис.16.
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Пример 2. Вычислить 
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Решение. 
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Рис.17
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Пример 3. Составить уравнение касательной и нормали к кривой 
[image: image858.wmf]x
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 в точке, абсцисса которой 
[image: image859.wmf]1

0

-

=

x

.

Решение: Найдем ординату точки касания: 
[image: image860.wmf].
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 Угловой коэффициент касательной равен значению производной в точке 
[image: image861.wmf]:
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Подставляя значения 
[image: image864.wmf]0
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Пример 4. Найти частные производные 
[image: image873.wmf]x

z

¶

¶

 и 
[image: image874.wmf]y

z

¶

¶

 функции 
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Решение: Считая функцию 
[image: image876.wmf]z

 функцией только одной переменной 
[image: image877.wmf]x

, а переменную 
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 рассматривая как постоянную [см. формулу (8)], находим
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Аналогично, считая 
[image: image880.wmf]z

 функцией только 
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Пример 5. Дана функция 
[image: image883.wmf]x
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[image: image884.wmf]z

 в точке 
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Решение: 1) Найдем частные производные функции: 
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По формуле (11) получим
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2) Найдем вектор 
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 и его направляющие косинусы: 
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По формуле (10) получим
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Пример 6. Найти экстремум функций: 
[image: image902.wmf]y
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Решение:
Находим стационарные точки (необходимое условие экстремума):
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Стационарная точка:  
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Применим достаточное условие экстремума:
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Т.к. 
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №5

РЯДЫ. ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Основные теоретические сведения

Ряды

1. Числовой ряд


[image: image915.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image916.wmf]å
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(1)

называется сходящимся, если существует предел его частичных сумм 
[image: image917.wmf]å
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 называется суммой ряда. Если же предел частичных сумм не существует, то ряд (1) называется расходящимся.

Необходимый признак сходимости: если ряд (1) сходится, то его общий член стремится к нулю при 
[image: image919.wmf]0
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К достаточным признакам сходимости рядов с положительными членами (
[image: image920.wmf]0
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а) Признак сравнения в предельной форме: если
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то ряды 
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ряд 
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ряд 
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б) Признак Даламбера: если существует
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то ряд 
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Ряд 
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с членами, имеющими разные знаки, называется условно сходящимся, если ряд 
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в) Признак Лейбница: если члены ряда 
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3) 
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2. Ряд вида
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(5)

называется степенным рядом [относительно (
[image: image945.wmf]a
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)], точка 
[image: image946.wmf]a
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 – центром разложения, an – коэффициентами ряда. Число R называется радиусом сходимости степенного ряда, если ряд (5) сходится при 
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 ряд может как сходиться, так и расходиться. Интервал 
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 называется интервалом сходимости степенного ряда (5). Радиус сходимости R может быть найден по формуле
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            (6)

Степенной ряд (5) внутри интервала сходимости можно почленно дифференцировать и интегрировать с сохранением радиуса сходимости.

Обыкновенные дифференциальные уравнения

1. Общим решением дифференциального уравнения первого порядка называется дифференцируемая  функция 
[image: image952.wmf])
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при определенном значении произвольной постоянной С, называются частными. Задача нахождения частного решения, удовлетворяющего начальным условиям 
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График всякого решения 
[image: image957.wmf])
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 данного дифференциального уравнения, построенный на плоскости хОу, называется интегральной кривой этого уравнения.
2. Уравнение вида 
[image: image958.wmf])
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называется линейным. Если 
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 – неоднородным. Общее решение однородного уравнения получается путем разделения переменных; общее решение неоднородного уравнения получается из общего решения соответствующего однородного уравнения с помощью вариации произвольной постоянной интегрирования С.

Данное неоднородное уравнение можно интегрировать также с помощью замены 
[image: image961.wmf]uv
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, где u, v – две неизвестные функции.

3. Дифференциальное уравнение n-го порядка, разрешенное относительно производной, имеет вид 
[image: image962.wmf]).
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Задача нахождения решения 
[image: image963.wmf])
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 данного уравнения, удовлетворяющего начальным условиям 
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Для нахождения частного решения иногда используют так называемые краевые условия. Эти условия (их число не должно превышать порядка уравнения) задаются не в одной точке, а на концах некоторого промежутка. Краевые условия ставятся лишь для уравнений порядка выше первого.

4. Теорема существования и единственности решения задачи Коши. Если в уравнении 
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[image: image968.wmf])
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 содержатся в области D.

Проинтегрировать (в конечном виде) уравнение n-го порядка можно только в некоторых частных случаях.

5. Линейное дифференциальное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами имеет вид 
[image: image982.wmf])
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6. Квадратное уравнение 
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 называется характеристическим уравнением дифференциального уравнения 
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 - корни характеристического уравнения).

7. Решение линейного неоднородного дифференциального уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами основывается на следующей теореме.

Теорема. Если  у* - некоторое частное решение неоднородного уравнения  
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щего однородного уравнения 
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Укажем правило нахождения частного решения неоднородного уравнения методом неопределенных коэффициентов.
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3) Пусть 
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Пример 1. Исследовать на сходимость числовой ряд
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Решение. Проверяем сходимость ряда по признаку Даламбера (3). Так как общий член ряда 
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Поскольку полученный предел равен единице, признак Даламбера не дает ответа на вопрос о сходимости ряда (здесь для вычисления предела было использовано правило Лопиталя). Применим теперь признак сравнения в предельной форме. В качестве эталонного ряда выберем ряд 
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Следовательно, исследуемый ряд является расходящимся, так как эталонный ряд с общим членом 
[image: image1023.wmf]n
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 расходится (гармонический ряд).

Пример 2. Найти радиус и интервал сходимости степенного ряда 
[image: image1024.wmf]å
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 Исследовать сходимость ряда на концах интервала сходимости. 
Решение. Радиус сходимости находим по формуле (6):


[image: image1025.wmf].

1

)

1

)(

4

(

)

1

)

1

)((

3

(

lim

lim

2

2

1

=

+

+

+

+

+

=

=

¥

®

+

¥

®

n

n

n

n

a

a

R

n

n

n

n


Интервал сходимости данного ряда определяется неравенством 
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Исследуем концы интервала сходимости. При 
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расходимость которого может быть установлена с помощью предельного признака сравнения (эталонный ряд – гармонический).

При 
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 получаем числовой знакочередующийся ряд
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который сходится  по признаку Лейбница. Так как ряд, составленный из абсолютных членов данного ряда, т.е. ряд 
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, расходится, то исследуемый ряд сходится условно.

Таким образом, интервал  сходимости исследуемого степенного ряда имеет вид 
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Пример 3. Найти общее решение уравнения 
[image: image1034.wmf]0
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 и частное решение, удовлетворяющее начальному условию 
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Решение. Перепишем данное уравнение так: 
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 – общее решение однородного уравнения.

Применяем далее метод вариации произвольной постоянной С. Общее решение неоднородного уравнения будем искать в виде 
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Так как 
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Подставив это значение  С(х) в  общее решение неоднородного уравнения, получим 
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 - общее решение неоднородного уравнения.

Для нахождения частного  решения подставим значения х=1, у=2 в общее решение: 
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Пример 4. Найти  общее  решение   уравнения
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 и частное решение,  удовлетворяющее начальным условиям 
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Решение. Рассмотрим однородное уравнение 
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Частное решение неоднородного уравнения будем искать в виде 
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Подставим эти выражения в неоднородное уравнение
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и получим систему для вычисления коэффициентов А и В:
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 EMBED Equation.3  [image: image1059.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image1060.wmf].
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Итак, частное решение неоднородного уравнения имеет вид
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а общее решение неоднородного уравнения – вид
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Найдем частное решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям:
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Искомое частное решение таково:
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №6
ОСНОВЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
Основные теоретические сведения
1. Классическое определение вероятности
Вероятностью события А называется отношение числа исходов m, благоприятствующих наступлению данного события А, к числу n всех исходов (несовместных, единственно возможных и равновозможных), т.е.
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Вероятность любого события не может быть меньше нуля и больше единицы, т.е. 
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. Невозможному событию соответствует вероятность 
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, а достоверному – вероятность 
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2. Теорема сложения вероятностей несовместных событий 
Вероятность появления одного из нескольких попарно несовместных событий, безразлично какого, равна сумме вероятностей этих событий:
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Теорема сложения вероятностей совместных событий
Вероятность появления хотя бы одного из двух совместных событий равна сумме вероятностей этих событий без вероятности их совместного появления:
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3. Событие, противоположное событию A (т.е. ненаступление события A), обозначают Ā. Сумма вероятностей двух противоположных событий равна единице: 
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4. Вероятность наступления события A, вычисленная в предположении, что событие B уже произошло, называется условной вероятностью события A при условии B и обозначается 
[image: image1075.wmf](

)

A

P

B

 или 
[image: image1076.wmf](

)

B

A

P

/

.
5. События A, B, C, … называются независимыми в совокупности, если вероятность каждого из них не меняется в связи с наступлением или ненаступлением других событий по отдельности или в любой их комбинации.
Теорема умножения вероятностей независимых событий.
Вероятность совместного появления двух независимых событий равна произведению вероятностей этих событий:
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Вероятность появления нескольких событий, независимых в совокупности, вычисляется по формуле

[image: image1078.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

n

n

A

P

A

P

A

P

A

A

A

P

...

...

2

1

2

1

×

=

.

Теорема умножения вероятностей зависимых событий
Вероятность совместного появления двух зависимых событий равна произведению одного из них на условную вероятность второго:


[image: image1079.wmf](
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6. Формула полной вероятности. Формула Байеса
Пусть события (гипотезы) Н1, Н2, …, Нn образуют полную группу событий и при наступлении каждого из них, например Нi, событие A может наступить с некоторой условной вероятностью 
[image: image1080.wmf](

)

i

Н

A

P

/

. Тогда вероятность наступления события A равна сумме произведений вероятностей каждой из гипотез на соответствующую условную вероятность события A:
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где 
[image: image1082.wmf](
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Данная формула называется формулой полной вероятности.
Пусть событие A может наступить лишь при условии появления одного из несовместных событий (гипотез) Н1, Н2, …, Нn, которые образуют полную группу событий. Если событие A уже произошло, то вероятности гипотез могут быть переоценены по формуле Байеса (формуле вероятности гипотез):
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i

,

,

2

,

1

K

=

)
где 
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 - вероятность каждой из гипотез после испытания, в результате которого наступило событие A; 
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 - условная вероятность события A после наступления события Нi, а 
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 находится по формуле полной вероятности.
7. Повторение испытаний. Формула Бернулли
Если производятся испытания, при которых вероятность появления события A в каждом испытании не зависит от исходов других испытаний, то такие испытания называются независимыми относительно события A.
Вероятность того, что в n независимых испытаниях, в каждом из которых вероятность появления события A равна p (где 
[image: image1088.wmf]1
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), событие A наступит ровно k раз (безразлично, в какой последовательности), находится по формуле Бернулли:
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8. Случайные величины и законы их распределения
Если каждому элементарному событию A из некоторого множества событий ω можно поставить в соответствие определенную величину 
[image: image1091.wmf](
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, то говорят, что задана случайная величина. Случайную величину X можно рассматривать как функцию события A с областью определения ω.
Если значения, которые может принимать данная случайная величина X, образуют дискретный (конечный или бесконечный) ряд чисел x1, x2, …, xn,…, то и сама случайная величина X называется дискретной.
Если же значения, которые может принимать данная случайная величина X, заполняют целый конечный или бесконечный промежуток 
[image: image1092.wmf](
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 числовой оси Ox, то случайная величина называется непрерывной.
Каждому значению случайной величины дискретного типа xn отвечает определенная вероятность pn; каждому промежутку 
[image: image1093.wmf](
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 из области значений случайной величины непрерывного типа также отвечает определенная вероятность 
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 того, что значение, принятое случайной величиной, попадает в этот промежуток.
Соотношение, устанавливающее тем или иным способом связь между возможными значениями случайной величины и их вероятностями, называется законом распределения случайной величины.
Закон распределения дискретной случайной величины обычно задается рядом распределения:
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при этом 
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, где суммирование распространяется на все множество возможных значений данной случайной величины X.
Закон распределения непрерывной случайной величины удобно задавать при помощи функции плотности вероятности f(x). Вероятность 
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 того, что значение, принятое в промежуток 
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, определяется равенством 
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Функция плотности вероятности обладает следующими свойствами:
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9. Биномиальный закон распределения. Закон Пуассона
Если вероятность наступления случайного события в каждом испытании равна p, то вероятность того, что при n испытаниях событие A наступит k раз, находится по формуле Бернулли:
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Закон распределения случайной величины X, которая может принимать n+1 значение (0, 1, …, n), описываемый формулой Бернулли, называется биномиальным.
Закон распределения случайной величины X, которая может принимать любые целые неотрицательные значения (0, 1, …, n), описываемый формулой
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носит название закона Пуассона, дающего более точное значение при малых p.
10. Математическим ожиданием дискретной случайной величины называется сумма произведений значений случайной величины на вероятности этих значений:
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Математическое ожидание непрерывной случайной величины X определяется равенством 
[image: image1106.wmf](
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 (при условии, что значение этого интеграла конечно).
11. Дисперсией случайной величины называют математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от ее математического ожидания:
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Легко получить для вычисления дисперсии более удобную формулу:
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Дисперсия случайной величины есть мера рассеяния ее значений около ее математического ожидания.
Средним квадратическим отклонением случайной величины X называется величина 
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12. Свойства математического ожидания случайной величины:
1. 
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4. 
[image: image1115.wmf](

)

(

)

(

)

Y

M

X

M

Y

X

M

+

=

+

.
13. Свойства дисперсии случайной величины:
1. 
[image: image1116.wmf](
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, где X и Y – независимые случайные величины.

Пример 1. Среди 30 курсантов взвода 8 отличников. Для внеочередного дежурства назначено 5 курсантов. Найти вероятность того, что среди дежурных отличников будет нечетное число.
Решение. Введем обозначения: 
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. Общее число возможных элементарных исходов испытания равно числу способов, которыми можно назначить m курсантов из N курсантов, т.е. 
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 – числу сочетания из N элементов по m.

Посчитаем число исходов, благоприятствующих интересующему нас событию (среди m курсантов ровно k отличников): k отличников можно выбрать из n отличников 
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 способами, при этом остальные 
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. Следовательно, число благоприятствующих исходов равно 
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. События, состоящие в том, что число отличников среди выбранных пяти курсантов 1, 3 или 5, являются несовместными. По теореме сложения вероятностей для несовместных событий получаем:
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Пример 2. Для сигнализации об аварии на некотором объекте установлены сигнализаторы 5 типов: А, Б, В, Г, Д, каждый из которых сработает в случае аварии соответственно с вероятностями 0,9; 0,8; 0,7; 0,6; 0,5. Найти вероятность того, что в случае аварии сработают сигнализаторы только типов Г и Д.
Решение. Имеем пять сигнализаторов А, Б, В, Г, Д. Вероятности того, что сигнализаторы сработают в случае аварии соответственно равны p1, p2, p3, p4, p5 (p1=0,9, p2=0,8, p3=0,7, p4=0,6, p5=0,5).

Обозначим через А1, А2, А3, А4, А5 события, состоящие в том, что сработают соответственно сигнализаторы А, Б, В, Г, Д, при этом 
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 – противоположные им события. Вероятности противоположных событий 
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 соответственно. Требуется найти вероятность события 
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По теореме умножения вероятностей для независимых событий получаем:
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Пример 3. Перед возгоранием в здании могло находиться 10 человек. Все первоначальные гипотезы Нi, состоящие в том, что в здании было i человек (i=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) равновероятны. В первые же минуты после пожара был спасен один человек. Переоценить вероятность гипотезы Нi , где i = 10.
Решение. Для решения задачи используем формулу Байеса.
Пусть A – событие, состоящее в том, что спасен один человек в первые же минуты после пожара. Рассмотрим гипотезы:

H0 – в помещении не было людей,

H1 – в помещении был один человек,
H2 – в помещении было два человека,
…………………………………………

Hk – в помещении было k человек (k = 0, 1, 2,…, 10).

Так как гипотезы равновероятны, то
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Подсчитаем условные вероятности события A, соответствующие гипотезам:
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(k = 1, 2,…, 10).

Требуется найти 
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где 
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Имеем
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Пример 4. Вероятность попадания в цель при одном выстреле равна 2/3. Найти вероятность того, что при 6 выстрелах будет четное число попаданий.
Решение. Имеем 
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так как независимые испытания проводятся в одинаковых условиях. Здесь k = 0, 2, 4, 6.

События, состоящие в том, что при шести выстрелах число попаданий 0, 2, 4 или 6, являются несовместными. По теореме сложения вероятностей для несовместных событий получаем:
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Пример 5. Случайные величины X и Y независимо друг от друга могут с равной вероятностью принимать лишь одно из трех значений 1, 2, 3. Найти закон распределения, математическое ожидание, дисперсию, среднее квадратическое отклонение случайной величины Z и вероятность того, что случайная величина  Z отклонится по абсолютной величине от своего математического ожидания не более, чем на среднее квадратическое отклонение, где 
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Решение. Составим ряды распределения случайных величин X, Y, Z, где 
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Подсчитаем числовые характеристики X, Y и Z.
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Математические ожидания X, Y и Z:
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Дисперсии X, Y и Z:
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Так как X и Y независимые случайные величины, то
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Для проверки подсчитаем Dz  вторым способом:
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при этом среднее квадратическое отклонение 
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Требуется найти 
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Пример 6. Для некоторого города в течении месяца (30 суток) в среднем поступает 120 сигналов о возгорании. Найти вероятность того, что в течение суток число сигналов о возгорании окажется по крайней мере один.
Решение. Имеем распределение Пуассона. Математическое ожидание a числа сигналов о возгорании в течение суток 
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Пусть m – число сигналов о возгорании в течение суток. Требуется найти 
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Воспользуемся формулой Пуассона:
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Пример 7. Случайная величина X принимает значения лишь в интервале (0;1) с плотностью вероятности вида 
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. Найти значение параметра а, математическое ожидание, дисперсию, среднее квадратическое отклонение и вероятность того, что случайная величина X не превзойдет своего среднего значения, если  
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Решение. 
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По свойству плотности 
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откуда 
[image: image1213.wmf]1

6

1

0

6

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

x

a

x

, 
[image: image1214.wmf]1

6

1

=

-

a

, 
[image: image1215.wmf]0

=

a

.

Найдем числовые характеристики:
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Вероятность того, что случайная величина X не превзойдет своего среднего значения:
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