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ВВЕДЕНИЕ 
 

Настоящий курс лекций по методам идентификации систем 

подготовлен главным образом на основе известных монографий 

Д. Гропа [2], Э. Сэйджа и Д. Мелсы [2, 10]. Однако, для более 

полного понимания основных идей и методов идентификации, 

представляется целесообразным включение в пособие и кратких 

сведений по теории систем управления и методу максимального 

правдоподобия, который тесно связан с методами идентифика-

ции, а также теории моделирования систем и методам планиро-

вания экспериментов (физических или компьютерных) [1, 3–9]. 

В данном пособии задача идентификации понимается в уз-

ком смысле слова: предполагается, что структура и класс модели, 

описывающей некоторую реальную систему, известны и пробле-

ма сведена к определению коэффициентов модели. 
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 1 МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ. КЛАССИФИКАЦИЯ ЗАДАЧ  
(задачи описания и анализа непрерывных                       
линейных систем управления с помощью                
дифференциальных уравнений)  

 

Методы решения задач теории управления описаны, напри-

мер, в учебном пособии [1], которое рекомендовано в качестве 

учебника для студентов высших технических учебных заведений.  
 

1.1 Основные понятия теории систем управления 
 

Системой управления называют совокупность устройства 

управления и объекта управления (см. рис. 1.1), результатом дей-

ствия которой является достижение заранее поставленной цели 

управления.  

Устройство
управления

Управляемый
объект

 
Рис. 1.1  Общая схема системы управления 

 

Примерами цели управления могут служить: движение объ-

екта (самолета, снаряда, спутника) по заданной траектории, до-

стижение заданного уровня знаний при обучении, извлечение 

максимальной прибыли в задачах управления производством и 

т.п. 

Управляющее устройство решает следующие задачи: 

1) сбор информации о состоянии объекта; 

2) обработка информации; 

3) передача информации; 

4) генерация команд управления. 

Функциональная схема системы управления приведена на 

рис. 1.2. Каждый блок этой схемы соответствует определенной 

функции управляющего устройства. 

Функциональная схема наполняется более конкретным со-

держанием в зависимости от предметной области, для которой раз-

рабатывается система управления. На рис. 1.3. приведены примеры 
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функциональных схем управления углом тангажа самолета, управ-

ления производством, управления процессом обучения. 

 

Рис. 1.2  Функциональная схема управляющего устройства 

 

 

Товар

Б)

 
 

Знания

В)
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Рис. 1.3  Примеры схем систем управления самолетом А),  

производством Б), процессом обучения В) 

Общим принципом проектирования систем управления яв-

ляется принцип обратной связи. Заключается он в том, что 

управление объектом осуществляется на основе сбора инфор-

мации о заданном, требуемом движении объекта, информа-

ции о действительном текущем движении объекта, сравне-

ния требуемого и действительного движений для определения 

ошибки, выработки такого управления, которое приводит к 

устранению ошибки с течением времени и достижению ко-

нечной цели управления. 

 

1.2 Классификация математических моделей                         
систем управления  

 

Математической моделью системы управления называют 

пару «оператор системы и модель внешних воздействий». 

Оператором системы называют закон, по которому систе-

ма управления преобразует входное (внешнее) воздействие g в 

выходной сигнал x. Соответствующая схема математической мо-

дели системы управления приведена на рис. 1.4. 

 

Выходной сигнал x

 
 

Рис. 1.4  Схема математической модели системы управления 

 

По виду оператора систем математические модели систем 

управления разделяют на следующие классы: 

1. линейные и нелинейные; 

2. непрерывные, дискретные, непрерывно-дискретные; 

3. нестационарные и стационарные; 

4. детерминированные и стохастические; 

5. одномерные и многомерные; 

6. системы с сосредоточенными и с распределенными пара-

метрами. 
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Внешние воздействия подразделяют следующим образом: 

1) непрерывные воздействия, которые описываются функ-

циями непрерывного аргумента, и дискретные воздействия, кото-

рые описываются соответственно функциями дискретной пере-

менной; 

2) детерминированные и случайные воздействия; 

3) одномерные внешние воздействия, когда система имеет 

один входной сигнал, и многомерные воздействия. 

Таким образом, для определения типа конкретной системы 

надо указать шесть классов, к которым относится оператор си-

стемы и три признака, характеризующие внешнее воздействие. 

Например, характеристика некоторой системы по классификаци-

онным признакам может быть такой: 

линейная непрерывная нестационарная детерминированная 

одномерная система с сосредоточенными параметрами при не-

прерывных детерминированных многомерных внешних воздей-

ствиях. 

Названия классов операторов рассмотрим на примере опи-

сания систем управления дифференциальными или разностными 

уравнениями. 

Линейные системы описываются линейными дифференци-

альными уравнениями, тогда как нелинейные системы описыва-

ются нелинейными дифференциальными уравнениями. 

Непрерывные системы описывают дифференциальными 

уравнениями, дискретные системы – конечно-разностными урав-

нениями, а непрерывно-дискретные – дифференциально-

разностными уравнениями. 

Стационарные системы описываются дифференциальными 

уравнениями с постоянными коэффициентами, а нестационарные 

системы описывают уравнениями с переменными коэффициен-

тами. 

Коэффициенты в уравнениях детерминированных систем 

являются детерминированными величинами или функциями вре-

мени. 

Стохастические системы описываются стохастическими 

уравнениями. 

Одномерные системы имеют один входной и один выходной 

сигнал. 
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Многомерными системами считают системы, у которых 

суммарное количество входных и выходных сигналов больше 

двух. 

Системы с сосредоточенными параметрами описываются 

обыкновенными дифференциальными уравнениями, а для описа-

ния систем с распределенными параметрами используются диф-

ференциальные уравнения в частных производных. 

 

1.3 Классификация задач теории систем                                  
управления и предмет теории идентификации  
систем 

 

Основными в теории систем управления являются три сле-

дующих задачи: 

1. Задача анализа: при заданном операторе системы и из-

вестном входном воздействии установить закон изменения во 

времени выходного сигнала (см. рис. 1.5, а). 

2. Задача синтеза: для заданного (желаемого) выходного 

сигнала найти входной сигнал и неизвестный оператор системы 

(неопределенные параметры оператора), рис. 1.5,б. 

3. Задача идентификации: по заданному входному воздей-

ствию и заданному (измеренному) выходному сигналу найти не-

известный оператор системы (см. рис. 1.5, в). 

Предмет теории идентификации [2]. В широком смысле 

слова предметом теории идентификации является определение 

математических моделей реальных систем (в том числе – си-

стем управления) по результатам экспериментальных исследо-

ваний. При решении задач идентификации систем в широком 

смысле слова априорная (до опыта) информация о системе либо 

вообще отсутствует, либо крайне мала. Исследователь имеет дело 

в полном смысле слова с задачей «черного ящика». В этом случае 

для идентификации системы требуется решение таких задач, как 

определение класса модели, оценка стационарности, линейности, 

детерминированности и т.д. В этом случае задача идентифика-

ции, по сути, превращается в проблему общей теории систем. 

При решении задач идентификации в узком смысле пред-

полагается, что известны структура и класс моделей, описываю-

щих реальную систему. Тогда, например, в совсем узком смысле 
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слова, задача идентификации может быть сведена к определению 

коэффициентов модели. 

Вначале мы коротко рассмотрим основы решения задачи 

описания и анализа линейных непрерывных систем управления. 

Из известных [1] форм математического описания непрерывных 

систем с помощью дифференциальных уравнений, переходных 

функций, интегральных и спектральных преобразований будем 

рассматривать первый метод, описание с помощью дифференци-

альных уравнений. 

Задачи анализа линейных систем подразделяют на следую-

щие виды: 

1) основная задача анализа – это анализ выходных процессов; 

2) анализ устойчивости; 

3) анализ чувствительности; 

4) анализ управляемости; 

5) анализ наблюдаемости; 

 

Выход
 x

?

А)

Выход
 x

?
Б)

?
Выход

 x

?
В)

Анализ Синтез Идентификация  
 

Рис. 1.5  Основные задачи теории систем управления 

 

1.4 Описание и анализ непрерывных линейных си-
стем управления с помощью дифференциаль-
ных уравнений 

 

1.4.1 Описание сигналов. Сигналы, которые действуют в си-

стемах управления, описываются различными функциями време-

ни. Среди множества таких функций выделяются два типичных 

сигнала: импульсное, чрезвычайно кратковременное воздействие, 

и продолжительное постоянное воздействие. Импульсное воздей-

ствие описывается дельта-функцией, а для описания продолжи-
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тельных постоянных воздействий используют единичную функ-

цию. 

1. Дельта-функция определяется формулой: 










),[,0

),[),0(
)()(

ba

baf
dtttf

b

a



 ,                    (1.1) 

которая справедлива для любой кусочно-непрерывной функции 

f(t). 

Производные от дельта-функции определяются формулой: 










),[,0

),[),0()1(
)()(

)(
)(

ba

baf
dtttf

kkb

a

k




 ,        (1.2) 

где f(t) – любая функция, которая имеет кусочно-непрерывные 

производные k-го порядка. 

2. Ступенчатая единичная функция  (единичный скачок) 

имеет вид: 










.,0

,,1
)(






t

t
t                                    (1.3) 

Момент  в этих формулах соответствует моменту приложе-

ния к системе управления входного воздействия (см. рис. 1.6). 

Дельта-функция и единичная функция (типовые сигналы) 

связаны следующей формулой: 

)()(  


td
t

.                             (1.4) 

Таким образом, дельта-функцию можно интерпретировать 

как производную от единичной функции. 

 

t



 (t- )

 
Рис. 1.6  Единичная функция: момент  – момент  

входного воздействия 

 

1.4.2 Описание систем управления. Для описания непрерыв-

ных процессов в системах управления используют обыкновенные 
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дифференциальные уравнения с соответствующими начальными 

условиями. Если входной сигнал задан (известен как некоторая 

функция времени), то выходной сигнал может быть найден как 

решение обыкновенного дифференциального уравнения, описы-

вающего поведение системы. 

Линейная одномерная непрерывная нестационарная система 

управления описывается дифференциальным уравнением вида: 

(1.5)                      )()(...
)(

)(                              

)(
)()()(...

)(
)(

)(
)(

01

1

1

01

1

1

tgtb
dt

tgd
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dt

tgd
tbtxta

dt

txd
ta

dt

txd
ta

m

n

m

m

m

mn

n

nn

n

n

















 

с начальными условиями 

0
)1(

0
)1(

0
)1(

0
)1(

00 )(,...,)(,)(   nn xtxxtxxtx ,              (1.6) 

где )(tg  – входной сигнал; )(tx  – выходной сигнал; t – время; 

)(),...,(),(),(),...,(),( 0101 tbtbtbtatata mmnn   – переменные ко-

эффициенты уравнения, заданные функции времени; n и m – по-

рядки старших производных выходного и входного сигналов со-

ответственно; 0t  – момент начала моделирования (функциониро-

вания системы). 

Если коэффициенты модели (1.5) постоянны, то система 

управления называется линейной стационарной и описывается 

уравнением: 

    ).(...
)(

                           

)(
)(...

)()(

01

1

1

01

1

1

tgb
dt

tgd
b

dt

tgd
btxa

dt

txd
a

dt

txd
a

m

n

m

m

m

mn

n
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




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







           (1.7) 

Уравнение (1.5) часто записывают в операторной форме: 

)(),()(),( tgtpMtxtpD  ,                         (1.8) 

где 
dt

d
p   – символ дифференцирования по времени, а ),( tpD  и 

),( tpM  – дифференциальные операторы левой и правой частей 

уравнения (1.5) соответственно:  

).()(...)()(),(

),()(...)()(),(

01
1

1

01
1

1

tbptbptbptbtpM

taptaptaptatpD

m
m

m
m

n
n

n
n











         (1.9) 
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Уравнение (1.7) для стационарной системы в операторной 

форме имеет вид: 

)()()()( tgpMtxpD  ,                            (1.10) 

где  

         
....)(

,...)(

01
1

1

01
1

1

bpbpbpbpM

apapapapD

m
m

m
m

n
n

n
n











 

Операторной форме записи уравнений для стационарной си-

стемы соответствует способ изображения таких систем на струк-

турных схемах, который иллюстрирует рис. 1.7. 

 

 x

 
 

Рис. 1.7  Структурная схема стационарной системы управления 

 

Сложные системы управления, как правило, можно предста-

вить в виде соединений из элементарных типовых звеньев. 

 

1.4.3 Описание типовых звеньев систем управления 

1. Усилительное звено (рис. 1.8) описывается следующим 

уравнением: 

)()()( tgtKtx  ,                                 (1.11) 

где )(tK  – коэффициент усиления, в общем случае – заданная 

функция времени. Коэффициент усиления стационарного звена 

constKtK )(  – величина постоянная. 

Примерами усилительных звеньев могут служить транс-

форматор (рис. 1.8, б) и редуктор (рис. 1.8, в). Напряжение на вы-

ходе трансформатора связано с входным напряжением соотно-

шением: (t)Uвых(t) вхKU  . При работе редуктора угловые ско-

рости 1  входного и 2  выходного вала связаны соотношением 

2

1
11

2

1
2 )(,)(

n

n
tKtK

n

n
  , где n1, n2 – соответствующие ко-

личества зубьев шестерен. 
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 x(t)

А) Б)

U
В Х

U
В Ы Х

В)


2


1

n
2

n
1

 
Рис. 1.8  Общая схема усилительного звена (а), трансформатор как усили-

тельное звено (б),  редуктор – пример усилительного звена (в) 

 

 

 x(t)

А) Б) В)

 x(t)

 n
2

M (t)

 
 

Рис. 1.9  Дифференцирующее звено (а), интегрирующее звено (б),  

вращение диска под действием крутящего момента M(t) – пример  

интегрирующего звена (в) 

 

2. Дифференцирующее звено вырабатывает выходной сиг-

нал, равный производной по времени от входного сигнала и опи-

сывается следующим уравнением: 

dt

tdg
tx

)(
)(  ,                                  (1.12) 

или в операторной форме (см. рис. 1.9, а): 

)()( txtpg  .                                   (1.13) 

3. Интегрирующее звено вырабатывает выходной сигнал, 

который является результатом интегрирования входного сигнала. 

Оно описывается уравнением: 
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)(
)(

tg
dt

tdx
 ,                                   (1.14) 

или в операторной форме (см. рис. 1.9, б): 

  )(
1

),()( tg
p

txtpxtg  .                         (1.15) 

Примером может служить вращение из состояния покоя 

диска радиуса R и массой m с моментом инерции 

22

0

22

2
)(

2

1
)2( R

m
RhRdrhrrJ

R

    относительно централь-

ной оси под действием крутящего момента внешних сил M (рис. 

1.9, в). Уравнение вращательного движения имеет вид 

0)(, 0  tM
dt

d
J 


. Отсюда следует, что ,

J

M

dt

d



 и если вве-

сти новые обозначения переменных
J

M
tgtx  )(,)(  , то полу-

чим уравнение вида (1.16), (1.15)  )(
1

)(),(
)(

tg
p

txtg
dt

tdx
 .  

4. Звено чистого запаздывания: 

)()(  tgtx ,                               (1.16) 

где  – постоянная запаздывания выходного сигнала относитель-

но входного. 

5. Апериодическое звено описывается уравнением: 

)()(
)(

tgtx
dt

tdx
T  ,                           (1.17) 

где T – положительная действительная константа, которую назы-

вают постоянной времени. В операторной форме это уравнение 

имеет вид: 

)()()1( tgtxTp  .                              (1.18) 

На структурных схемах апериодическое звено изображается 

так, как показано на рис. 1.10, а. 

Примером апериодического звена может служить электри-

ческая схема с последовательным соединением резистора с со-

противлением R и конденсатора емкости C, приведенная на рис. 

1.10, б. Будем считать, что в начальный момент времени конден-

сатор не заряжен. 
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Составим дифференциальное уравнение, которое описывает 

зависимость напряжения Uвых на выходе от времени и параметров 

схемы при условии подачи на вход управляющего сигнала Uвх, 

который описывается ступенчатой единичной функцией времени. 

 

U
В Х U

В Ы Х

 x(t)

А) Б) В)

R

Ci

T=RC

Uвх(t)= (t)

Uвых(t)

t  
Рис. 1.10  Структурная схема апериодического звена (а), пример  

апериодического звена (б) в виде простейшей электрической схемы,  

качественная зависимость выходного напряжения апериодического  

звена от времени при постоянном единичном входном сигнале (в) 

 

На основании второго закона Кирхгофа (падение напряже-

ния в цепи равно сумме падений напряжения в последовательно 

соединенных элементах цепи) и определения силы тока при раз-

рядке конденсатора, имеем следующие уравнения и начальные 

условия, описывающие поведение системы: 

0 0

вых ( ) вх ,

вых
( ) ,

вых вых 0 0, вх ( ) ( ).

U (t) I t R U (t)

dU (t)
I t C

dt

U (t ) U ( ) U (t) t t t

 



     

        (1.19) 

Эти соотношения приводят к дифференциальному уравне-

нию первого порядка: 

0

вых
вых вх ,

вых 0 0, вх ( ) ( ).

dU (t)
RC U (t) U (t)

dt

U ( ) U (t) t t t

 

    

               (1.20) 

Введем следующие обозначения:  

)(вх)(),(вых)(, tUtgtUtxRCT  . 

В итоге получаем уравнение вида (1.17)  

).()(,),()(
)(

ttgRCTtgtx
dt

tdx
T   
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При ступенчатом единичном внешнем воздействии решени-

ем этого уравнения является функция  

0,,1)(вы)( /   tRCTetхUtx Tt .                (1.21) 

График выходного сигнала приведен на рис. 1.10, в. Видим, 

что выходной сигнал действительно описывается непериодиче-

ской функцией, отсюда и название звена. 

6. Колебательное звено описывается дифференциальным 

уравнением 

)()(
)(

2
)(

2

2
2 tgtx

dt

tdx
T

dt

txd
T   ,                   (1.22) 

где T – положительная действительная константа, которая назы-

вается постоянной времени, а  – коэффициент демпфирования, 

<1. 

В операторной форме это уравнение имеет вид: 

)()()12( 22 tgtxTppT   .                        (1.23) 

На структурных схемах апериодическое звено изображается 

так, как показано на рис. 1.11, а. 

Примером колебательного звена является схема с последо-

вательным соединением катушки с известной индуктивностью L, 

резистора с сопротивлением R и конденсатора емкости C, приве-

денная на рис. 1.11б. Пусть в начальный момент времени конден-

сатор не заряжен и тока в цепи нет. 

U
В Х U

В Ы Х

 x(t)

А) Б)
В)

R

Ci

Uвх(t)= (t)

Uвых(t)

t

L

U

 

Рис. 1.11  Колебательное звено (а), пример колебательного звена (б),  

пример выходного сигнала колебательного звена при постоянном  

единичном входном сигнале (в) 

 

Составим, как и в предыдущем примере, дифференциальное 

уравнение, которое описывает зависимость напряжения Uвых на 

выходе от времени и параметров схемы при подаче на вход сиг-
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нала Uвх, который описывается ступенчатой единичной функцией 

времени. 

На основании второго закона Кирхгофа, определения тока 

конденсатора, напряжения на индуктивности, имеем уравнения и 

начальные условия: 

0 0

( )
( ) вых вх ,

вых
( ) ,

вых вых 0 0, вх ( ) ( ).

dI t
L I t R U (t) U (t)

dt

dU (t)
I t C

dt

U (t ) U ( ) U (t) t t t

  



     

    (1.24) 

Эти соотношения приводят к уравнению второго порядка: 

).()(вх,00вых

,вхвых
выхвых

0

2

2

ttt(t)U)(U

(t)U(t)U
dt

(t)dU
RC

dt

(t)Ud
LC

 


  (1.25) 

Введем следующие обозначения: 

)()(вх)(),(вых)(,
2

, ttUtgtUtx
L

CR
LCT   .(1.26) 

В итоге получаем уравнение вида (1.22). 

При ступенчатом единичном внешнем воздействии, в случае 

комплексных корней характеристического уравнения с отрица-

тельной действительной частью, решением этого уравнения при 

нулевых начальных условиях будет функция (выходной сигнал), 

график которой приведен на рис. 1.11в. Мы видим, что выходной 

сигнал представляет затухающие колебания в окрестности нового 

состояния равновесия. 

 

1.5 Анализ выходных процессов в линейных                          
системах управления, описываемых                 
дифференциальными уравнениями 

 

Задачи анализа линейных систем подразделяют на следую-

щие виды: 

1) основная задача анализа – это анализ выходных процессов; 

2) анализ устойчивости; 

3) анализ чувствительности; 

4) анализ управляемости; 
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5) анализ наблюдаемости. 

Для анализа выходных процессов в стационарных и неста-

ционарных линейных системах управления при тех или иных 

внешних воздействиях, необходимо найти решение дифференци-

ального уравнения. Прежде чем рассмотреть алгоритм поиска 

решений, необходимо отметить, что, проанализировав выходные 

процессы в моделируемой системе при единичном ступенчатом 

внешнем воздействии, можно определить основные показатели 

качества системы. 

К основным показателям, которые характеризуют переход-

ные процессы в системе управления (рис. 1.12), относятся следу-

ющие. 

 

 x
m a x

 x

 x


 
Рис. 1.12  Показатели качества системы управления 

 

1. Статическое отклонение )(tximlx
t

  . 

2. Максимальное отклонение maxx . 

3. Время переходного процесса pT , которое определяется 

как наименьшее время, по истечении которого выполняется ра-

венство  xtx )( , где  – наперед заданная величина. 

4. Перерегулирование 0%,100max 


 


 x
x

xx
 . 

5. Число колебаний выходного сигнала за время переходно-

го процесса. 

При проектировании систем управления считается, что си-

стема удовлетворяет требованиям по качеству, если все перечис-
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ленные показатели качества не превышают заранее заданных 

значений. 

Теперь рассмотрим основы теории дифференциальных 

уравнений, которые позволяют найти реакцию системы для ши-

рокого класса внешних воздействий. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение линейной стаци-

онарной системы  
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      (1.27) 

с начальными условиями 

0
)1(

0
)1(

0
)1(

0
)1(

00 )(,...,)(,)(   nn xtxxtxxtx ,          (1.28) 

(здесь )(tg  – входной сигнал; )(tx  – выходной сигнал; t – время; 

0101 ,...,,,,...,, bbbaaa mmnn   – коэффициенты уравнения). 

Решение уравнения (1.27) находят на основе принципа су-

перпозиции: выходной сигнал, вызванный суммой внешних воз-

действий (здесь – включая и начальные условия), равен сумме 

выходных сигналов, обусловленных каждым из воздействий в 

отдельности. На этом основании решение уравнения (1.27) пред-

ставляют в виде суммы свободного и вынужденного движений: 

)()()( txtxtx вынсв  .                                 (1.29) 

Под свободным движением )(txсв  понимается движение 

системы при отсутствии внешних воздействий и ненулевых 

начальных условиях, то есть решение однородного уравнения с 

неоднородными начальными условиями: 

;0)(...
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 txa
dt

txd
a

dt

txd
a
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n               (1.30) 

0
)1(

0
)1(

0
)1(

0
)1(

00 )(,...,)(,)(   nn xtxxtxxtx . 

Иными словами – свободным движением называется движе-

ние системы, выведенной в начальный момент из состояния рав-

новесия и предоставленной самой себе. При нулевых начальных 

условиях свободное движение отсутствует. 

Под вынужденным движением )(txвын  подразумевается 

движение системы, обусловленное внешним воздействием при 
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нулевых начальных условиях. Вынужденное движение возможно 

только при действии ненулевого внешнего воздействия. На этих 

соображениях и основан алгоритм анализа выходных процессов в 

таких системах управления. 

Итак, пусть система описывается уравнением (1.27) с соот-

ветствующими начальными условиями, и пусть задан входной 

сигнал (правая часть уравнения (1.27)). Требуется найти выход-

ной сигнал x(t). Решение находят следующим образом. 

1. На первом этапе определяют свободное движение, решая 

однородное уравнение (1.30) с заданными (в общем случае – не-

однородными) начальными условиями. Для этого:  

- составляют характеристическое уравнение; 

- находят его корни и записывают, как показано далее, ис-

комое решение однородного уравнения в общем виде; 

- из начальных (неоднородных) условий определяются не-

известные постоянные для свободного движения. 

2. На следующем шаге находят вынужденное движение, ре-

шая неоднородное уравнение (1.27). Для этого: 

- используя уже найденные при определении свободного 

движения корни характеристического уравнения, записывают 

вновь общее решение однородного уравнения, в котором произ-

вольные постоянные вновь считаются неизвестными; 

- находят частное решение неоднородного уравнения; не-

известные коэффициенты в общем выражении для частного ре-

шения находят, подставив его в уравнение (1.27) и приравнивая 

коэффициенты соответствующих функций в левой и правой ча-

стях уравнения; 

- записывают общее решение неоднородного уравнения как 

сумму общего решения однородного уравнения с неизвестными 

коэффициентами и найденного частного решения; 

- из начальных условий находят неизвестные постоянные и 

записывают окончательное выражение решения неоднородного 

уравнения (1.27). 

Алгоритм поиска общего решения, в соответствии с теорией 

обыкновенных дифференциальных уравнений, представляет со-

бой последовательность описанных далее шагов. 

Для обыкновенного дифференциального уравнения с посто-

янными коэффициентами 
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характеристическое уравнение имеет вид: 

0... 0
1

1  
 aaa n

n
n

n  . 

Если все корни характеристического уравнения действи-

тельны и различны, то общее решение однородного уравнения 

имеет вид: 
t

n
tt nececectx


 ...)( 21

21 . 

Если среди корней характеристического уравнения есть 

действительный корень j  кратности k, то ему в общем решении 

соответствует слагаемое вида: 
tk

kj
jetbtbbtx


)...()( 1

21
 , 

где kbbb ,...,, 21  – произвольные постоянные. 

Если среди корней характеристического уравнения есть па-

ра комплексных сопряженных корней jj i  , то ей в общем 

решении соответствует слагаемое вида: 
t

jjj
jetdtdtx


 )sincos()( 21  , 

где 21, dd  – произвольные постоянные. 

Паре jj i   ( 1i  – мнимая единица) комплексно-

сопряженных корней кратности k соответствует слагаемое вида: 

  t

j
k

kj
k

kj
jetththhttftfftx


 sin)...(cos)...()( 1

21
1

21
  , 

где kk hhhfff ,...,,;,...,, 2121  – произвольные постоянные. 

Частное решение неоднородного уравнения находится ме-

тодом подбора или методом вариации произвольных постоянных. 

В частности, если правая часть уравнеия (1.27) имеет вид: 

  t
lq ettPttRtg  sin)(cos)()(  , 

где )(),( tPtR lq  – полиномы степени q,l соответственно, ,  – за-

данные числа, то частное решение ищется в виде: 

  t
mm

s
н ettTttQttx  sin)(cos)()(  , 
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где ),max( lqm  , )(),( tTtQ mm  – полиномы степени m с неопре-

деленными коэффициентами, а показатель степени определяется 

следующим образом: 

s=0, если число (+i) не совпадает ни с одним из корней 

характеристического многочлена; 

s=k, если число (+i) совпадает с корнем характеристиче-

ского многочлена кратности k. 

Пример 1.1. Найти свободное, вынужденное движение и 

выходной сигнал колебательного звена, описываемого диффе-

ренциальным уравнением и начальными условиями вида: 

0,3)0(,1)0(,2)(,23 3

2

2

 t
dt

dx
xetggx

dt

dx

dt

xd t . 

1. Находим свободное движение, решая уравнение 

.0,3)0(,1)0(,023
2

2

 t
dt

dx
xx

dt

dx

dt

xd
 

Характеристическое уравнение в этом случае имеет корни 

.2,1,023 21
2    

Следовательно, общее решение однородного уравнения 

имеет вид: 

.)( 2
210

tt ecectx   

Произвольные постоянные для свободного движения нахо-

дим из начальных условий: 

.2,132,3
)0(

,1,1)0(

2121

21





cccc
dt

dx

ccx

 

Следовательно, свободное движение системы описывается 

функцией: 

.2)( 2tt
c eetx   

2. Находим вынужденное движение, решая неоднородное 

уравнение с однородными начальными условиями: 

.0,0)0(,0)0(,223 3

2

2

 t
dt

dx
xex

dt

dx

dt

xd t
 

- Корни характеристического уравнения ,0232    

2,1 21   , как и общее решение однородного уравнения 
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2
0 1 2( ) ,t tx t c e c e   уже найдены, но постоянные считаем неиз-

вестными. 

- Находим частное решение неоднородного уравнения, ко-

торое в данном случае имеет вид 

,)( 3t
н Aetx   

где А – произвольная постоянная. Подставляя это решение в ис-

ходное уравнение, получим: 

.1,2299)(,223 333333

2

2

 AeAeAeAeAetxex
dt

dx

dt

xd ttttt
н

t  

Следовательно, частное решение неоднородного уравнения 

имеет вид: 

.)( 3t
н etx   

- Общее решение неоднородного уравнения имеет вид: 

- .)()()( 32
210

ttt
н eecectxtxtx   

- Находим произвольные постоянные для общего решения 

неоднородного уравнения с однородными начальными условия-

ми: 

.2,1032,0
)0(

,01,0)0(
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21


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cccc
dt
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Следовательно, вынужденное движение системы описыва-

ется функцией: 

.2)( 32 ttt
вын eeetx   

Наконец, выходной сигнал описывается формулой: 

.0,22)()()( 3322  teeeeeetxtxtx tttttt
вынс  

 

Пример 1.2. Найти свободное, вынужденное движение и 

выходной сигнал системы, которая описывается дифференциаль-

ным уравнением третьего порядка и начальными условиями вида: 
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1. Находим свободное движение, решая уравнение 
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Характеристическое уравнение в этом случае имеет один 

действительный корень кратности k=3: 

.1,0133 321
23    

Следовательно, общее решение однородного уравнения 

надо искать в виде: 

.)()( 2
321

t
c etctcctx   

Из начальных условий находим с1, с2 и с3 для свободного 

движения: 
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Следовательно, свободное движение системы описывается 

функцией: 

.)( 2 t
c ettx   

2. Находим вынужденное движение, решая неоднородное 

уравнение с однородными начальными условиями: 

.0,0)0(,0)0(,0)0(

,)(
)(

3
)(

3
)(

2

2

2

2

3

3





t
dt

xd

dt

dx
x

etx
dt

tdx

dt

txd

dt

txd t

 

Корни характеристического уравнения 1321   , как и 

общее решение однородного уравнения 
tetctcctx )()( 2

3210  , 

уже найдены. Постоянные с1, с2 и с3 считаем неизвестными. 

Находим частное решение неоднородного уравнения. Пара-

метры правой части уравнения, входного сигнала tetg )( , то 
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есть показатель степени предэкспоненциального полинома q=0, 

характеристика частоты колебаний =0, действительная часть 

показателя экспоненты =1, так что число +i совпадает с кор-

нем характеристического уравнения =1 кратности k=3, следова-

тельно, задаем s=3, m=0 и частное решение разыскиваем в виде 
t

H eAttx 3)(  . 

Находим производные от предполагаемого частного реше-

ния неоднородного уравнения  
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Подставим найденные производные в неоднородное уравне-

ние, получим: 
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Таким образом, искомое частное решение неоднородного 

уравнения имеет вид: 

.
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1
)( 3 t

Н ettx   

Общее решение неоднородного уравнения теперь записыва-

ем в виде: 
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Определяем постоянные с1, с2 и с3 из однородных начальных 

условий для вынужденного движения: 
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Наконец, находим выходной сигнал как сумму свободного и 

вынужденного движений системы: 

.
6

1
)()()( 32 tt

вынсв etettxtxtx   

 

Контрольные вопросы 
 

1. Что представляет собой система управления? 

2. Опишите функциональную схему систем управления. 

3. Классификация систем управления. 

4. Охарактеризуйте основные задачи расчета систем управ-

ления. 

5. Дайте определение предмета теории идентификации в 

широком и узком смысле слова. 

6. Приведите классификацию систем управления по виду 

математической модели. 

7. Какими уравнениями описывается нестационарная ли-

нейная система управления. 

8. Что представляет собой операторная форма записи урав-

нений нестационарной и стационарной систем управления. 

9. Опишите основные элементарные звенья, из которых со-

стоят системы управления. 

10. Перечислите основные показатели качества системы 

управления и поясните их смысл. 

11. Опишите алгоритм поиска общего решения уравнений 

одномерной стационарной системы управления. 

 

1.6 Многомерные детерминированные системы 
управления  
(описание и анализ непрерывных линейных           си-

стем управления с помощью дифференциальных              

уравнений [1]) 

 

Основы математического моделирования многомерных си-

стем управления рассмотрим, следуя работе [1]. В отличие от од-

номерных систем, в многомерных системах не по одному входу и 

выходу, а имеется r входов и k выходов. Поэтому математическая 
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модель системы управления характеризуется тем, что входные, 

промежуточные и выходные сигналы описывают векторными 

функциями скалярного аргумента – времени, связи между кото-

рыми описываются дифференциальными уравнениями первого 

порядка. 
Входные сигналы, промежуточные сигналы и выходные 

сигналы многомерных систем (см. рис. 1.13) представляют соот-

ветствующими векторными функциями )(tg


, )(tx


, )(ty


 вида: 
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где )(tg


 – вектор размерности r входных сигналов, )(tx


 – вектор 

размерности n промежуточных сигналов, )(ty


 – вектор размерно-

сти k выходных сигналов. 

Многомерную систему можно рассматривать как соедине-

ние из rk таких одномерных систем, каждая из которых связы-

вает один из r входов с одним из k выходов. 

 

Многомерная нестационарная система управления опи-

сывается 

1) обыкновенными дифференциальными (первого порядка) 

уравнениями состояния  

)()()()()( tgtBtxtAtx
                          (1.32) 

с начальными условиями 

00 )( xtx


                                    (1.33) 

2) и уравнениями (алгебраическими) выходов  

),()()( txtCty


                              (1.34) 

где где )(tg


 – вектор размерности r, )(tx


 – вектор размерности n, 

)(ty


 – вектор размерности k, )(tA  – квадратная матрица размерно-

сти nn, )(tB  – прямоугольная матрица размерности nr,  )(tC  – 

квадратная матрица размерности kn.  
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Рис. 1.13  Многомерная система управления характеризуется r-мерным 

вектором входных сигналов )(tg


, n-мерным вектором состояний )(tx


,     

k-мерным вектором выходных сигналов )(ty


 

 

Так же как и в случае одномерной системы управления, 

многомерная система называется нестационарной, если элемен-

ты матриц )(tA , )(tB , )(tC  являются функциями времени, и си-

стема называется многомерной стационарной, если эти матрицы 

от времени не зависят: AtA )( , BtB )( , CtC )( . 

Пример 1.3. Записать в матричной форме уравнения состоя-

ния и выхода многомерной системы: 

.,32

,

21121
2

12
1

xygxx
dt

dx

gx
dt

dx





 

Из этих уравнений устанавливаем, что «размерность» век-

тора входных сигналов r=1, размерность вектора промежуточных 

сигналов n=2, «размерность» вектора выходных сигналов k=1. 

Запишем матричные уравнения, соответствующие исходным 

уравнениям: 
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Пример 1.4. Уравнения состояния и выхода многомерной 

системы 
2

1 12

2

2 22

2 2 , 2 ,

3 , ,

d x dx
z g y x z

dtdt

d z dx dx
z g y

dt dtdt

    

   

 

записать в матричной форме. 

Из этих уравнений устанавливаем размерность вектора 

входных сигналов r=2, размерность вектора выходных сигналов 

k=2.  

Для понижения порядка исходных уравнений введем сле-

дующие обозначения: 

.,,, 4321
dt

dz
xzx

dt

dx
xxx   

Тогда исходная система уравнений второго порядка заменя-

ется эквивалентной системой уравнений первого порядка: 
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Запишем эти уравнения в матричной форме: 
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1.6.1 Описание соединений многомерных систем                                             

(матричные уравнения соединений) 

 

Если математическая модель многомерной системы управ-

ления записана в виде уравнений (1.32)–(1.34), то она полностью 

характеризуется тремя матрицами )(tA , )(tB , )(tC . Так же как и в 

случае одномерных систем, две многомерные системы могут об-

разовать параллельное и последовательное соединения, а также 

соединение с обратной связью. Эти типы соединений показаны 

на рис. 1.14. 
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Рис. 1.14  Параллельное (а) и последовательное (б) соединения  

многомерных систем, соединение с обратной связью (в), схема  

эквивалентной системы (г) 
 

Пусть обе системы, которые образуют то или иное соедине-

ние, описываются следующими матричными уравнениями: 
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txtCtytgtBtxtAtx
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




    (1.35) 

где )(),(),( 111 tytgtx


 – векторы состояния, входной сигнал и 

вектор выходных сигналов первой системы (размерность 111 ,, knr  

соответственно), )(),(),( 222 tytgtx


 – векторы состояния, 

входной сигнал и вектор выходных сигналов второй системы (раз-

мерности 222 ,, knr ), матрицы 1 1 1 2 2 2( ), ( ), ( ),  ( ), ( ), ( )A t B t C t A t B t C t  – со-

ответствующие матрицы уравнений. Здесь верхний индекс векто-

ра означает номер вектора, а нижние индексы, как и ранее, бу-

дем использовать для обозначения номера компоненты векто-

ра. Нижний индекс у матриц обозначает номер матрицы. 

Рассмотрим задачу: по уравнениям вида (1.35) двух систем 

записать матричные уравнения различных соединений, то есть 

уравнения эквивалентной системы. 

Рассмотрим уравнения параллельного соединения. При 

параллельном соединении входной сигнал (вектор) поступает од-

новременно на оба элемента, а выходной сигнал является резуль-

татом суммирования выходных сигналов (тоже векторов) элемен-

тов. Поэтому необходимым условием является то, что размерно-

сти векторов входных и выходных сигналов исходных элементов 

и эквивалентной системы должны совпадать: 

.,,, 21
21

21
21 kkkyyyrrrggg 


 

Матрицы )(),(),( tCtBtA  и вектор состояния )(tx


 эквива-

лентной системы получаются в результате «склейки» матриц и 

векторов состояний элементов: 
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(1.36) 

Таким образом, уравнения системы, эквивалентной парал-

лельному соединению элементов (1.14), имеют вид: 
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(1.37) 

причем размерности матриц )(),(),( tCtBtA  равны соответствен-

но )(),)((),)(( 2111212121 nnkrnnnnnn  . 

 

Пример 1.5. Пусть дано уравнение первой системы 
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Требуется записать уравнение эквивалентной системы. 

Убеждаемся, что необходимые условия для параллельного со-

единения выполняются: 1,2 2121  kkrr . 
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В окончательном виде имеем: 
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Уравнения последовательного соединения и уравнения со-

единений с обратной связью устанавливаются аналогичным обра-

зом [1], хотя преобразования более громоздки.  
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1.7 Анализ связей вход-состояние и вход-выход 
(решение уравнений линейных систем) 

 

1.7.1 Принцип суперпозиции 

 

Для линейных многомерных систем 

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ,

( ) ( ) ( )

x t A t x t B t g t

x t x

y t C t x t
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



                             (1. 38) 

справедлив принцип суперпозиции: эффект (изменение состояния 

системы), вызванный воздействием на систему нескольких внеш-

них воздействий равен сумме эффектов от каждого из таких воз-

действий в отдельности. В силу линейности уравнения выходов 

(1.34) этот же принцип справедлив и для выходного сигнала. 

Закон изменения вектора состояний системы представляют 

в виде суммы свободного и вынужденного движения системы: 

).()()( txtxtx вынсв


                              (1.39) 

Точно так же выходной сигнал представляют суммой сигна-

лов, соответствующих свободному и вынужденному движениям 

системы: 

).()()( tytyty вынсв


                               (1.40) 

Под свободным движением подразумевается движение си-

стемы при ненулевых начальных условиях и отсутствующем 

(нулевом) входном воздействии 

0)(,0)( 00  tgxtx


.                          (1.41) 

При нулевых начальных условиях свободное движение от-

сутствует: 0)( txсв


. 

Под вынужденным движением системы )(txвын


 и соответ-

ствующим выходным сигналом )(tyвын


 подразумевается реакция 

системы на ненулевое внешнее воздействие при нулевых началь-

ных условиях: 

.0)(,0)( 0  txtg


                             (1.42) 

Таким образом, свободное и вынужденное движение систе-

мы определяется решением однородных уравнений состояния 
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при ненулевых начальных условиях и неоднородных уравнений 

состояния при нулевых начальных условиях. 

Для нестационарных многомерных линейных систем, кото-

рые описываются уравнениями (1.38), законы изменения во вре-

мени вектора состояний )(tx


 и вектора выходного сигнала )(ty


 

определяются следующими формулами: 

,)()(),()()(),()()()()(

,)()(),()(),()(

0

0

00

00





dgBtФtCtxttФtCtxtCty

dgBtФtxttФtx

t

t

t

t













(1.43) 

где ),( tФ  – переходная матрица, которую называют также 

матрицей Коши. В решении (1.43) первые слагаемые соответ-

ствуют свободному движению системы, вторые – вынужденному. 

Переходная матрица является решением уравнения: 

),,()(
),(




tФtA
t

tФ





                             (1.44) 

с начальным условием 

,),( EФ                                       (1.45) 

где E – единичная матрица. 

В решении (1.43) нам известны все величины и пока неясно 

главным образом одно: как находится переходная матрица 

),( tФ . Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим общий алго-

ритм решения линейных систем обыкновенных дифференци-

альных уравнений [1]. 

Первый шаг. Необходимо найти решение однородной си-

стемы дифференциальных уравнений, соответствующих исход-

ной задаче (1.38): 

)}.()()()()({),()()( tgtBtxtAtxуравнениеИсходноеtxtAtx
 

(1.46) 

Общее решение однородной системы записывается в виде: 

,)()()(
1





n

i

i
iO tccttx 


                           (1.47) 

где 
T

ncccc ),...,,( 21


 – вектор произвольных постоянных, 

))(),...,(),(()( 21 tttt n


  (верхний индекс – номер вектора) – 
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фундаментальная матрица. Каждый столбец фундаментальной 

матрицы является решением однородной системы. Это значит, 

что выполняются равенства: 

;,...,2,1),()()( nittAt ii  
                         (1.48) 

или то же самое в матричной форме записи: 
).()()( ttAt    

К вопросу о том, как найти линейно-независимые решения 

однородной системы, следовательно, и фундаментальную матри-

цу вернемся несколько позже. 

Второй шаг. Методом вариации произвольных постоянных 

отыскивается общее решение неоднородной системы. Искомое 

решение представляется в виде: 

),()()( tcttx


                                     (1.49) 

где вектор-функция T
n tctctctc ))(),...,(),(()( 21


 – новая неизвест-

ная пока функция, которую требуется найти. Подставим 

)()()( tcttx


 в неоднородную систему уравнений (1.38), полу-

чим уравнение  

).()()()()()()()()( tgtBtcttAtcttct


                (1.50) 

Учитывая, что фундаментальная матрица по определению 

удовлетворяет уравнению )()()( ttAt   , получим: 

).()()()()()()()( 1 tgtBttctgtBtct
                 (1.51) 

Обратная матрица )(1 t  существует, так как 0))(det( t  

(определитель Вронского) в силу того, что столбцы фундамен-

тальной матрицы линейно независимы. Интегрируя соотношения 

(1.51), находим векторную функцию T
n tctctctc ))(),...,(),(()( 21


 с 

точностью до неизвестных постоянных T
ncccc ),...,,( 00

2
0
1

0 


: 

.)()()()(

0

01
  
t

t

cdgBtc


                        (1.52) 

В результате общее решение неоднородной системы полу-

чаем в виде: 

.)()()()()()(

0

0
1

  
t

t

ctdgBttx


                  (1.53) 
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Третий шаг. Теперь необходимо найти частное решение 

неоднородной системы, которое должно удовлетворять началь-

ным условиям 00 )( xtx


 . Подставляя в это равенство решение 

(1.53), получим уравнение относительно неизвестных постоян-

ных: 

0
0

00 )()( xcttx


 .                            (1.54) 

Отсюда следует, что  

00
10 )( xtc

  .                                 (1.55) 

Тогда для общего решения исходной неоднородной системы 

уравнений имеем следующую формулу: 


 

t

t

dgBtctttx

0

.)()()()()()()( 1
00

1 


        (1.56) 

Введя обозначение )()(),( 1   ttФ , получаем с учетом 

(1.56) формулы (1.43): 

.)()(),()()(),()()()()(

,)()(),()(),()(

0

0

00

00





dgBtФtCtxttФtCtxtCty

dgBtФtxttФtx

t

t

t

t













 

(1.43 повторно) 

Умножим равенства )()()( ttAt    (1.48) справа на матрицу 

)(1    (обратную к )( ), получим уравнение 

)()()()()( 11    ttAt . Так как 
t

tФ

t

t
t












 ),()()(

)()(
1

1 



 , 

получаем уравнение (1.54): 

).,()(
),(




tФtA
t

tФ





                (1.44 повторно) 

При t= для переходной матрицы получаем равенство 

EФ   )()(),( 1  , то есть начальное условие (1.45): 

.),( EФ                           (1.45 повторно) 
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1.7.2 Законы изменения вектора состояний и вектора                     

выходного сигнала для стационарной системы 

 

Как мы уже говорили, многомерная стационарная система 

управления описывается уравнениями состояния  

)()()( tgBtxAtx
                                  (1.57) 

с начальными условиями 

00 )( xtx


                                        (1.58) 

 и алгебраическими уравнениями  выходов  

),()( txCty


                                      (1.59) 

где )(tg


 – вектор размерности r, )(tx


 – вектор размерности n,        

)(ty


 – вектор размерности k, A  – квадратная матрица размерности 

nn, B  – прямоугольная матрица размерности nr,  C  – квадратная 

матрица размерности kn. В отличие от нестационарных систем, 

коэффициенты этих матриц постоянны. 

Векторы состояния и выхода такой системы определяются 

формулами 

,)()()()()()(

,)()()()()(

0

0

0

0





dgBtФCtxtCФtxCty

dgBtФtxtФtx

t

t

t

t













        (1.60) 

где )( tФ  – переходная матрица стационарной системы, ко-

торая зависит от разности   )(t . Решение уравнения вида 

(1.44) в этом случае имеет вид: 

)()(),( )(   ФtФetФ tA   . 

 

1.7.3 Алгоритм решения задачи анализа выходных                  

процессов в многомерных системах 

 

Алгоритм решения задачи анализа выходных процессов рас-

смотрим на примере стационарной системы управления 

)()()( tgBtxAtx
                                (1.61) 

с начальными условиями 

00 )( xtx


                                     (1.62) 
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 и алгебраическими уравнениями  выходов  

).()( txCty


                                       (1.63) 

Для анализа выходных процессов необходимо осуществить 

два шага: 

1) найти переходную матрицу. Для этого можно использо-

вать метод (назовем его первым способом решения), основанный 

на определении фундаментальной матрицы, метод, основанный 

на применении теоремы разложения Сильвестра, и метод, осно-

ванный на применении теоремы Кэли–Гамильтона; 

2) по известной переходной матрице и приведенным ранее 

формулам найти законы изменения состояния выходного сигнала. 

Рассмотрим алгоритм поиска переходной матрицы 

)()(),( 1   ttФ , основанный на предварительном определе-

нии фундаментальной матрицы )(t . 

Этот алгоритм включает следующие действия. 

1. Необходимо найти корни характеристического уравнения 

,0)det(  EA                                   (1.64) 

где Е – единичная матрица. 

2. Для каждой компоненты вектора состояний )(tx


 записы-

вают общее решение однородной системы в виде: 

).(...)()()( 2
2

1
10 tctctctx n

n


                        (1.65) 

На этом этапе произвольные постоянные для каждой компо-

ненты вектора состояний считаются различными. При этом ис-

пользуются известные правила записи общего решения в зависи-

мости от вида корней характеристического уравнения, которые 

мы уже обсуждали. 

3. Полученные выражения подставляются в однородные 

уравнения системы. Для каждой компоненты вектора состояний 

)(tx


 записать общее решение. 

4. Неизвестные коэффициенты при одинаковых функциях 

независимой переменной t приравниваются между собой. После-

дующее решение полученной системы уравнений позволяет вы-

разить часть неизвестных постоянных через другие, так что неиз-

вестными остаются только n констант. При этом зачастую оказы-

вается достаточно рассмотреть первые n1 уравнение. 
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5. Записывается общее решение, зависящее от этих n посто-

янных, что позволяет выписать фундаментальную матрицу )(t , 

а затем и переходную )()(),( 1   ttФ . 

 

Пример 1.6. Дана система уравнений: 

.34)(

,2)(

212

211

gxxtx

xxtx








 

Найти переходную матрицу. Матрица системы имеет вид: 











34

21
A . 

1. Находим корни характеристического уравнения: 

.1,5,054,0
34

21
det 21

2 
















 

2. Формулы общего решения задачи для каждой из компо-

нент в этом случае имеют вид: 

.)(

,)(

2
5

12

2
5

11

tt

tt

eBeBtx

eCeCtx








 

3. Подстановка общего решения в первое уравнение задачи 

дает следующее уравнение: 

.225 2
5

12
5

12
5

1
tttttt eBeBeCeCeCeC    

4. На том основании, что для выполнения равенства необхо-

димо, чтобы коэффициенты при одинаковых экспонентах были 

равны, получаем систему: 

.,2,22,24 22112211 CBCBBCBC   

5. В результате для общего решения имеем следующее вы-

ражение: 

.)(,
2

)(
22)(

)( 2

5

5
1
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5

1

2
5

1

2
5

1

2

1
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


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e
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Теперь не сложно записать выражение для фундаменталь-

ной и обратной к ней матрицы: 

.
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1
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2
)(

55
1

5

5












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
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
 

Используя формулу для переходной матрицы, получаем: 
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5 5 5 5( ) ( ) 5( ) ( )
1

5 5( ) ( ) 5( ) ( )

21 1
( , ) ( ) ( ) .

3 32 2 2 2 2

t t t t t t

t t t t t t

e e e e e e e e
Ф t t t

e e e e e e e e

        


       

      
       

             

     

     
  

 

Контрольные вопросы 
 

1. Приведите в общем виде уравнения многомерной систе-

мы управления. 

2. Дайте определение стационарной и нестационарной мно-

гомерной системы управления. 

3. Получите уравнения параллельного соединения много-

мерных систем. 

4. Сформулируйте принцип суперпозиции. 

5. Дайте определение свободного и вынужденного движе-

ния многомерной системы. 

6. Дайте определение фундаментальной матрицы. 

7. Дайте определение переходной матрицы. 

8. Опишите алгоритм решения задачи анализа выходных 

процессов для стационарных многомерных систем с помощью 

фундаментальной матрицы. 

 

1.8 Устойчивость, управляемость и наблюдаемость 
 

1.8.1 Одномерные детерминированные системы                       

управления, устойчивость 

 

Рассмотрим одномерную детерминированную стационар-

ную систему управления, которая описывается следующим диф-

ференциальным уравнением: 

);(...
)()(

)(...
)()(

01

1

101

1

1 tgb
dt

tgd
b

dt

tgd
btxa

dt

txd
a

dt
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a

m

n

mm

m
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n

nn

n

n 










(1.66) 

.)(,...,)(,)( 0
)1(

0
)1(

0
)1(

0
)1(

00
  nn xtxxtxxtx  

Выходной сигнал представляется в виде суммы сигналов, 

соответствующих свободному и вынужденному движению си-

стемы:  

),()()( txtxtx вынС                                 (1.67) 



 46 

где свободному движению соответствует решение однородного 

уравнения (1.66) при ненулевых начальных данных, а вынужден-

ному движению соответствует  решение неоднородного уравне-

ния при однородных (нулевых) начальных данных. 

Определение 1. Одномерная система управления называется 

асимптотически устойчивой по начальным данным, если при 

ненулевых, но ограниченных начальных условиях свободное 

движение системы )(txС  ограничено при всех ),[ 0  tt  и при 

этом 0)(lim 


txС
t

. 

Определение 2. Одномерная система управления называется 

устойчивой по входным данным, если при любом ограниченном 

внешнем воздействии )(tg  вынужденное движение системы опи-

сывается ограниченной при любых значениях времени ),[ 0  tt  

функцией )(txвын . 

Если система устойчива и по входным данным и по входу, 

то используют более краткий термин – устойчивая система 

управления. 

 

1.8.2 Критерии устойчивости [1–3] 

 

Критерий 1. Для того чтобы система (1.66) была устойчива 

по начальным данным необходимо и достаточно, чтобы корни 

, ( 1,2,..., )k k ki k n      соответствующего ей характеристиче-

ского уравнения 

0... 0
1

1  
 aaa n

n
n

n                          (1.68) 

имели отрицательные действительные части:  

 nkk ,...,2,1,0  . 

Пример 1.6. Проверить, устойчива ли система, дифференци-

альное уравнение которой имеет вид: 

).()(
)(

2
)(

02

2

tgbtx
dt

tdx

dt

txd
  

Характеристическое уравнение 0122    имеет крат-

ный отрицательный корень 1,1 21   . Оба корня меньше 

нуля. Следовательно, система устойчива по начальным данным. 
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Пример 1.7. Проверить, устойчива ли система, дифференци-

альное уравнение которой имеет вид: 

).()(
)(

2
)(

02

2

tgbtx
dt

tdx

dt

txd
  

Характеристическое уравнение 0122    имеет два 

корня 21,21 11   , из которых второй меньше ну-

ля. Следовательно, система не устойчива по начальным данным. 

Критерий 2. Проверить, отрицательны ли действительные 

части корней характеристического уравнения, не вычисляя его 

корни, можно по критерию Рауса–Гурвица. 

Для устойчивости системы (1.66) по начальным данным 

необходимо и достаточно, чтобы при условии 0na  угловые 

миноры i  матрицы  


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

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
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531

...000

..............

.....0

0...0
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aaa

aaa

nn
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nnn

nnn

 

были положительны: 
2

31
2,11 ,,0




 

nn

nn
ni

aa

aa
a  и т.д. 

Отсутствующие коэффициенты (с отрицательными индексами) 

заменяются нулями. 

 

1.8.3 Многомерные системы управления. Устойчивость. 

 
Рассмотрим многомерную стационарную систему управле-

ния, которая описывается уравнениями состояния и начальными 

условиями вида: 

);()()()()( tgtBtxtAtx
                             (1.70) 

.)( 00 xtx


  

Определение 1. Многомерная система управления называется 

асимптотически устойчивой, если при ненулевых, но ограниченных 
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начальных состояниях свободное движение системы )(txС


 ограни-

чено при всех ),[ 0  tt  и при этом 0)(lim 


txС
t


. 

 

1.8.4 Критерии устойчивости 

 

Критерий 1. Для того чтобы система (1.70) была асимпто-

тически устойчива необходимо и достаточно, чтобы корни 

, ( 1,2,..., )k k ki k n      соответствующего ей характеристиче-

ского уравнения 

0det  EA                                   (1.71) 

имели отрицательные действительные части:  

 nkk ,...,2,1,0  . 

Критерий 2. Проверить, отрицательны ли действительные 

части корней характеристического уравнения (1.71), не вычисляя 

его корни, можно также по критерию Рауса–Гурвица. Для этого 

сначала надо записать выражение для определителя (1.71) в виде 

полинома, а затем проверить знаки угловых миноров соответ-

ствующей матрицы коэффициентов. 

Пример 1.8. Проверить устойчивость системы, заданной 

уравнениями: 

.34

,2

121
2

21
1

gxx
dt

dx

xx
dt

dx





 

Матрица А здесь имеет вид: 









34

21
A . Составляем харак-

теристическое матричное уравнение: 

054,0
34

21
)det( 2 




 




EA . 

Оба корня этого уравнения действительные, и они имеют 

разные знаки 01,05 21   . Следовательно, система не 

является устойчивой. 
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Контрольные вопросы 
 

1. Дайте определение устойчивости системы управления по 

начальным данным. 

2. Какая система называется устойчивой по входу? 

3. Сформулируйте критерии устойчивости одномерных си-

стем управления. 

4. Сформулируйте критерии устойчивости многомерных си-

стем. 
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2 МНОГОМЕРНЫЕ СИСТЕМЫ. ПРОСТРАНСТВО                          
СОСТОЯНИЙ, УПРАВЛЯЕМОСТЬ, НАБЛЮДАЕМОСТЬ, 
ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ [2] 
 

2.1 Пространство состояний 
 

Системы управления могут быть описаны системами обык-

новенных дифференциальных уравнений или уравнений в част-

ных производных. Производные по времени в этих уравнениях 

определяют динамические свойства систем. Любое обыкновенное 

дифференциальное уравнение n-го порядка можно преобразовать 

в систему из n дифференциальных уравнений первого порядка. 

Система из п дифференциальных уравнений первого порядка 

полностью определена, если заданы все коэффициенты уравне-

ний и п начальных условий. Начальные условия, так же как и 

вектор состояния, будем рассматривать как n-мерные векторы 

)(),( 0 txtx


, которые полностью определяют состояние системы в 

начальный момент времени t0 и последующие моменты времени. 

При этом предполагается, что все входные или возмущающие 

воздействия известны и заданы на всем интервале моделирования 

t[t0,T] . Вектор )( 0tx


 называется вектором состояния системы 

в момент времени t0, а его компоненты – переменными состоя-

ния. Векторное дифференциальное уравнение относительно век-

тора )(tx


 называют уравнением состояния динамической систе-

мы.  

 

2.2 Линейные преобразования 
 

В качестве вектора, который характеризует состояние си-

стемы (вектора состояний), можно рассматривать любой вектор, 

образованный различными комбинациями n переменных состоя-

ния. Новый вектор состояния можно определить как результат 

следующих линейных преобразований. 

Рассмотрим линейную систему, которая описывается век-

торным уравнением состояния: 

),()()( tuBtxAtx
                                  (2.1) 
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где )(tx


 – n-мерный вектор состояния, )(tu


 – вектор входных 

сигналов или возмущающих воздействий, независимые компо-

ненты которого в общем случае являются функциями времени; А, 

В – матрицы коэффициентов системы. 

Из переменных состояния различными способами можно 

построить вектор состояния. Для этого можно использовать ли-

нейное преобразование уравнения (2.1). Тогда преобразованный 

вектор состояния )(* tx


 является линейной комбинацией из п 

компонент вектора )(tx


: 

),()( 1* txtx
                                       (2.2) 

где  – матрица преобразования, а )(* tx


 – преобразованный век-

тор состояния. 

Преобразование (2.2) приводит к новому уравнению состоя-

ния 

),()()( **** tuBtxAtx
                             (2.3) 

в котором  

,1*  AA      (2.4) 

BB 1*  .    (2.5) 

Эти преобразования возможны только в том случае, когда 

существует обратная матрица 1 . Следует отметить, что ни одна 

преобразованная переменная не может рассматриваться как пе-

ременная состояния, если она является линейной комбинацией 

одной или нескольких других переменных состояния. 

Собственные значения матрицы А в исходном уравнении сов-

падают с собственными значениями матрицы А* в преобразованном 

уравнении (2.2), так как они являются решением характеристическо-

го уравнения. Действительно, пусть ),...,2,1( nii   – собственное 

число матрицы А, то есть 0)det(  EA i . Рассмотрим характери-

стическое уравнение для преобразованной системы (2.3): 

.0)det()det()det(                         

)det()det()det(

*1

1*1*1**













EA

EAEAEA

i

iii
 (2.6) 

Следовательно, собственные числа матриц А и А* совпадают: 

.*
ii         (2.7) 
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Пример 2.1. Рассмотрим систему  











41

23
),()( AtxAtx

 , 

собственные числа которой найдем из уравнения: 
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Преобразуем исходную систему с помощью матрицы 











20

01
 . Обратная матрица имеет вид 
















2

1
0

01
1 . Тогда 

преобразованная система соответственно имеет вид: 









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
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1
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1
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),()( **** AtxAtx

 . 

Находим собственные значения матрицы А* 

.2,5
2
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2

40497

,1072)4)(3(
4

2

1
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)det(
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*

*2***
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
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




ii

EA

 

Видим, что они равны собственным значениям матрицы А. 

 

2.3 Каноническое преобразование 
 

Среди различных линейных преобразований уравнения (2.1) 

особую роль играет каноническое преобразование, когда в каче-

стве матрицы преобразования применяется матрица собственных 

векторов V. Она получается из решения однородного линейного 

уравнения: 

.)(

),()(

00 xtx

txAtx







    (2.8) 

Решение этой однородной системы имеет вид: 
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   (2.9) 

или в векторной форме: 
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(2.10) 

Чтобы выполнить каноническое преобразование, необходи-

мо тем или иным способом найти собственные векторы для мат-

рицы А. 

 

2.4 Прямое определение собственных векторов 
 

Продифференцируем решение (2.9) линейного уравнения по 

времени: 

....)( 21 2
2

1
1

tn
n

tt nevevevtx
 

                  (2.11) 

С другой стороны, подстановка решения (2.9) в однородное 

уравнение (2.8) дает: 
1 21 2( ) { } { ... }.ntt tt nx t AV e A v e v e v e    

   (2.12) 

Сравнивая выражения (2.11), (2.12), замечаем, что должны 

выполняться равенства: 

.
titi

i
ii evAev



     (2.13) 

Отсюда, в свою очередь, следует, что если все собственные 

значения различны, то должны выполняться равенства: 

.,...,2,1,0)( nivEA i
i 


    (2.14) 

Таким образом, собственные векторы iv


 могут быть опреде-

лены из уравнения (2.13). Каждый собственный вектор может 

быть определен с точностью до некоторой постоянной. Поэтому 

обычно для каждого собственного вектора полагают, что первая 
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или последняя его компонента равна единице, а остальные ком-

поненты находят из оставшихся (n–1) уравнений. 

Пример 2.2. Пусть матрица А многомерной системы имеет 

вид: 









34

21
A . 

Для определения собственных векторов сначала вычислим 

собственные значения матрицы А: 
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Далее используем уравнение (2.14) для первого собственно-

го вектора и собственного числа 1=–1:  
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Отсюда находим: 
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Теперь выбираем произвольно одну из компонент первого 

собственного вектора, например, полагая 11
1 v . Тогда получим: 


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1
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1
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v

v
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

. 

Точно также найдем второй собственный вектор, соответ-

ствующий собственному числу 1=5:  

.
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5

5
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2
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Отсюда находим: 

.2,24
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2
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2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

vvvv

vv


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Вновь произвольно выбираем одну из компонент второго соб-

ственного вектора. Например, положим 12
1 v . Тогда получим: 
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
























2

1

2
2

2
12

v

v
v


. 

Наконец, сформируем матрицу собственных векторов, кото-

рая и является матрицей канонического преобразования исходной 

линейной системы управления: 













21

11
},{ 21 vvV


. 

 

2.5 Алгоритм определения собственных векторов, 
основанный на методе Крылова 

 

Этот алгоритм имеет перед только что рассмотренным спо-

собом преимущество в скорости. Кроме того, метод применим 

как в случае различных, так и одинаковых собственных чисел. 

Первый шаг метода также заключается в определении соб-

ственных значений матрицы А. 

Второй шаг. Определяем коэффициенты ci следующего по-

линома: 

)...()1()det( 0
1

1 ccEA n
n

nn  
  .  (2.15) 

Третий шаг. Определяем произвольно вспомогательный n–

мерный вектор 1d


, например, так, что  



















...

0

1

1d


.     (2.16) 

Четвертый шаг. Определяем еще n–1 векторов id


 по формулам: 

12312 ....,,,  nn dAddAddAd


.         (2.17) 

Пятый шаг. Определяем элементы собственного вектора 
iv


 

следующим образом: 
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,

0
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1
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
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p
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i
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k
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
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        (2.18) 
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Последнее равенство здесь используется только как допол-

нительный способ проверки вычислений. 

Если матрица А имеет вид (коагулированная матрица): 























  
n

E

 .....

0

0

0

1

,                                  (2.19) 

то очень быстрый алгоритм вычисления собственных векторов и 

матрицы канонического преобразования строится с помощью 

матрицы Вандермонда: 

























 11
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1
1

22
2

2
1
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...............
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1......11

n
n

nn

n

n

V







.   (2.20) 

Нетрудно заметить, что обратная матрица V
–1

 существует 

только тогда, когда все собственные числа различны.  

Пример 2.3. Рассмотрим применение метода Крылова на 

предыдущем примере. Пусть матрица А имеет вид: 









34

21
A . 

Собственные значения матрицы А: 

.5,1054
34

21
)det( 21

2 



 




EA  

Определяем коэффициенты ci: 

    .4,5)(1)54(154 1001
22222  cccc   

Определяем вспомогательный вектор 1d


 размерности n=2: 
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



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

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1
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

. 

Определяем n–1 =1 векторов id


 по формулам: 
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Теперь находим коэффициенты рi: 

.145)5(

,1

,541)1(

,1

12122

21

11112

11




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Находим собственные векторы: 
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4

1

,
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
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













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Если теперь нормализовать собственные векторы так, чтобы 

первая компонента равнялась единице (а это можно делать, так 

как собственные векторы в любом случае определяются с точно-

стью до произвольной постоянной), то получим тот же результат, 

который мы уже получили в предыдущем примере: 

.
2

1

,
1

1

2

1





















v

v





 

 

Контрольные вопросы 
 

1. Что такое пространство состояний? 

2. Что такое линейное преобразование линейной системы и 

при каких ограничениях на матрицу преобразований оно возможно? 

3. Докажите, что линейное преобразование не изменяет соб-

ственных чисел линейной системы управления. 

4. Дайте определение канонического преобразования ли-

нейной системы. 

5. Опишите алгоритм прямого определения собственных 

векторов. 

6. Опишите процедуру определения собственных векторов 

на основе метода Крылова. 
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2.6 Каноническое преобразование – процедура диа-
гонализации 

 

Определим следующую диагональную матрицу, элементами 

которой являются собственные числа матрицы А линейной си-

стемы: 
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0......00

0......0

0......0
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nn

n
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























  (2.21) 

Произведение матрицы канонического преобразования V на 

диагональную матрицу  будет равно: 

}.,...,,{ 21
1

n
nn vvvV


    (2.22) 

Учитывая формулу (2.13) 
titi

i
ii evAev




 , получаем на ос-

новании (2.22): 

.},...,,{ 21 AVvvvAV n 


   (2.23) 

Умножим последнее равенство слева на обратную матрицу 

V
–1

. Получаем: 

.111 AVVAVVVV        (2.24) 

Мы видим, что умножение матрицы А на матрицу канони-

ческого преобразования и обратную к ней матрицу приводит к 

диагонализации матрицы А при условии, что все собственные 

значения матрицы А различны.  

Используем матрицу V в качестве матрицы преобразования 

линейной системы управления (ее уравнений), получим с учетом 

формулы (2.24): 

BVBuBxx 1**** , 
 .      (2.25) 

В скалярной форме эти уравнения имеют вид: 
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Таким образом, каноническое преобразование линейной 

системы приводит к системе уравнений состояния, в кото-

рой каждая производная по времени от канонической пере-

менной зависит только от соответствующей канонической 

переменной состояния и входных сигналов. 

Пример 2.4. Рассмотрим пример диагонализации уравнения 

.
1

1
,

34
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,)( 
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
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Каноническое преобразование выполняется следующим об-

разом: 

AVV 1 . 

В предыдущих примерах мы уже получили для такой мат-

рицы А собственные значения 5,1 21   , собственные век-

торы и матрицу преобразования V: 
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Найдем теперь обратную матрицу 1V : 
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Находим диагональную матрицу  : 
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Мы видим, что диагональная матрица действительно пред-

ставляет собой матрицу, на главной диагонали которой стоят 

собственные значения матрицы А: 
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2.7 Управляемость 
 

Понятия наблюдаемости и управляемости – дуальные 

(двойственные) понятия, которые были впервые введены Калма-
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ном в 1960 г. Эти понятия рассматриваются обычно совместно, 

хотя в теории идентификации понятие наблюдаемости более 

важно. 

Определение. Система является управляемой, если из любо-

го состояния )( 0tx


 она может быть переведена в любое другое 

желаемое состояние )( 1tx


 за конечное время 01 tt   в результа-

те приложения кусочно-непрерывного входного воздействия 

),(),( 10 ttttu 


. 

Схема на рис. 2.1. иллюстрирует понятие управляемости. 

Изображенная здесь система не является управляемой, так как 

управляющее входное воздействие )(tu


 влияет не на все пере-

менные состояния, а значит, не всякое желаемое состояние до-

стижимо за счет управляющих воздействий. 

Известные критерии управляемости (и, соответственно, 

наблюдаемости) систем основаны на анализе канонических урав-

нений состояния и на полиномиальном разложении матричной 

экспоненты Ate . 
x (t)1u(t)

x (t)2

x (t)3

x (t)4x (t )4 0

 
 

Рис. 2.1  Пример неуправляемой системы 

 

2.8 Критерии управляемости систем 
 

2.8.1 Критерий Гильберта для канонических систем 

 

Для применения основанного на этом критерии метода 

оценки управляемости линейная система должна быть предвари-

тельно приведена к канонической форме, которая удобна тем, что 
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взаимное влияние канонических переменных состояния в ней от-

сутствует (однородная система уравнений после диагонализации 

такова, что каждое уравнение может быть решено независимо от 

других).  

Критерий управляемости Гильберта. Система, заданная 

каноническими уравнениями: 

uBxx
 ***  ,    (2.27) 

управляема, если ни одна из строк матрицы В* не является нуле-

вой. Для управляемости в каждой строке системы (2.27) должен 

быть хотя бы один не равный нулю элемент. Отсюда следует, 

что если матрица В содержит хотя бы одну нулевую строку, то 

система неуправляема! 

Описанная схема исследования управляемости на основе 

приведения системы к канонической форме эффективна только в 

том случае, когда исходная матрица системы А имеет n различ-

ных собственных значений. Это ограничение можно отчасти пре-

одолеть, используя каноническое преобразование Жордана. 

Сформулированный критерий Гильберта основан на соот-

ветствующей теореме, которая доказывается следующим обра-

зом. 

Доказательство [2] теоремы об управляемости. 

1. Рассмотрим вначале утверждение теоремы о том, что если 

одна (или несколько строк) матрицы В* нулевая, то система не-

управляема. Запишем каноническую систему уравнений в ска-

лярной форме: 
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    (2.28) 

Из этой формы представления канонических уравнений оче-

видно, что если какая-либо строка матрицы В* нулевая 
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( mjbij ,...,2,1,0*  ), то никакой выбор управления )(tu


 не может 

повлиять на соответствующую каноническую переменную. 

2. Для доказательства управляемости при ненулевых стро-

ках матрицы В* вспомним, что решение канонической системы 

можно представить матричной экспонентой, и с учетом того, что 

матрица канонической системы – диагональная матрица  , его 

можно записать в скалярной форме так: 

 

 













m

j

t

t

jij
t

i
t

i

m

j

t

t

jij
t

i
t

i

njdubetxetx

njdubetxetx

ii

ii

1

*)(
0

*
1

*

1

*)(
0

**

.,...2,1,)()()(

,,...2,1,)()()(

1

0
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0









(2.29) 

Теперь рассмотрим самый простой случай, когда число вхо-

дов равно n, то есть матрица В квадратная. Если кроме того все 

строки В* линейно независимы, то проще всего потребовать по-

стоянства управления внутри интервала интегрирования (поло-

жить равным неизвестным постоянным njctu jj ,...,2,1,)(  ) и, 

решая n уравнений вида (2.29) относительно этих постоянных, 

найти соответствующее управление.  

Теперь рассмотрим случай, когда система имеет только 

один вход. Тогда решение канонических уравнений имеет вид: 

 




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t
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i
t

i nidubetxetx ii

1
1

*
1

)(
0

*
1

*
1

0

11 .,...,2,1,)()()( 
    (2.30) 

Заметим, что любой интервал 01 tt   можно разделить на n 

подынтервалов 01211 ...,,, tttttt nnnn   . Тогда интеграл в 

уравнении (2.30) превращается в сумму из n интегралов. Управ-

ление можно задать как n постоянных, но различных значений на 

этих интервалах. В результате мы получим п однотипных урав-

нений с п неизвестными значениями управления и на каждом та-

ком временном подынтервале, которые должны удовлетворять п 

произвольным значениям )( 1txi . Таким образом, и в этом случае 

задача решается.  

Пример 2.5. Вновь рассмотрим систему 
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.
2

1
,

34

21
,)( 

















 BAuBxAtx

  

Для такой матрицы А (см. предыдущие примеры) собствен-

ные значения 5,1 21   , матрица преобразования V имеет 

вид: 

.
21

11










V  

Обратная матрица 1V : 

.
11

12

3

1

det

1

2212

21111








 











AA

AA

A
V  

Диагональная матрица  : 







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 
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011AVV . 

Найдем матрицу В*: 
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Отсюда следует, что каноническая система имеет вид: 

).()(5)(

),()(

*
1

*
2

*
1

*
1

tutxtx

txtx








 

Из этих уравнений видно, что никакое управление не может 

повлиять на первую каноническую переменную, следовательно, 

такая система неуправляема. 

 

2.8.2 Критерий управляемости для случая, когда имеются 

кратные собственные значения матрицы А 

 

Приведение к канонической форме и, соответственно, диа-

гонализацию системы нельзя осуществить в том случае, когда 

имеются кратные собственные значения матрицы А, то есть не 

все её собственные значения различны [3]. Тем не менее, матрица 

системы А может быть преобразована к канонической жордано-

вой форме, которая, например, в случае, когда первое собствен-

ное значение имеет кратность 3, имеет вид: 
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      (2.31) 

Здесь верхняя диагональная матрица 
















0

0

0

00

10

01







 называ-

ется блоком Жордана. 

Матрица А неприводима к жордановой форме, если мини-

мальный многочлен матрицы и характеристическое уравнение 

совпадают. Здесь под минимальным многочленом подразумева-

ется уравнение минимального порядка из уравнений вида: 

0... 01
1

1  
 EAAA q

q
q  , 

а характеристическое уравнение имеет вид: 

0... 01
1

1  
  n

n
n , 

  – собственные значения матрицы А. 

Матрица J может содержать на главной диагонали столько 

блоков Жордана, сколько имеется кратных корней. 

Для того, чтобы система была управляемой, в этом слу-

чае необходимо, чтобы хотя бы один элемент матрицы В в 

строке, которая соответствует нижней строке каждого 

блока Жордана, и хотя бы один элемент матрицы В в каждой 

другой строке был отличен от нуля. 

Основной недостаток критериев управляемости, основанных 

на каноническом преобразовании системы в том, что требуется 

вычисление собственных значений и собственных векторов. 

Следствием этого является то, что с ростом размерности системы 

очень быстро нарастает объем вычислений для проверки управ-

ляемости. 
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2.8.3 Критерий управляемости на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты 
Ate  

 

Этот критерий предложен Калманом. К преимуществам это-

го критерия следует отнести то, что отпадает необходимость ка-

нонизации системы и определения собственных векторов, а также 

то, что критерий применим к системам с кратными собственными 

значениями матрицы А. 

Для проверки управляемости Калман предложил использо-

вать решение уравнения состояния, которое дает следующее вы-

ражение для вектора состояний в некоторый момент времени t1: 
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101 )()()(
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tAttA
duBetxetx  

.               (2.32) 

Изменив пределы интегрирования, на основании (4.32) 

можно записать: 
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Всегда можно или положить 0)( 1 tx


 и рассмотреть первое 

из следующих уравнений, или же рассматривать второе уравне-

ние: 
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                  (2.34) 

В соответствии с теоремой Кэли–Гамильтона любая квад-

ратная матрица А размерности nn  удовлетворяет своему соб-

ственному многочленному уравнению порядка n: 







1

0

n

i

i
i

n AA  .                                    (2.35) 

Поэтому любое многочленное матричное уравнение порядка 

(n+r)>n можно представить в виде многочленного матричного 

уравнения порядка (n+r–1)>n–1, то есть на единицу меньшего по-

рядка: 
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   .                  (2.36) 

Теперь заметим, что по определению матричной экспоненты 

имеет место формула: 
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k
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На основании теоремы Сильвестра этот результат справед-

лив и для бесконечных степенных рядов матрицы А. Поэтому 

матричную экспоненту можно представить в виде: 
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At Ate  .                                    (2.38) 

Скалярные коэффициенты )(ti  – конечные величины для 

любого конечного значения времени t и любой матрицы А. 

Используя такое представление для матричной экспоненты 

в уравнении (2.34), получим: 
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Введем следующие обозначения. 

];,...,,,[ 12 BABAABBM n                      (2.40) 
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где М – «матрица» размерности n(nm), wi – вектор размерности 

m,  W – «вектор» размерности (nm).  

Теперь уравнение (2.37) представим в виде: 

MWtx )( 0


.                                (2.43) 
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Теперь можно сформулировать критерий управляемости на 

основе разложения матричной экспоненты: 

Линейная система управляема, если ранг матрицы М в 

уравнении (2.43) равен n. 

Если система управления имеет только один вход, то матри-

ца В представляет собой вектор-столбец. В этом случае только 

что сформулированный критерий означает, что для управляемо-

сти должна существовать обратная матрица М
–1

. 

Пример 2.6. Оценим управляемость уже рассмотренной ра-

нее системы на основе разложения матричной экспоненты.  

Пусть система задана матрицами 
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Находим матрицу М: 
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Столбцы матрицы М линейно зависимы, следовательно, 

ранг матрицы М меньше n=2. Поэтому система неуправляема. 

 

2.8.4 Управляемость по выходу 

 

Расмотренные ранее критерии относятся к критериям 

управляемости по состоянию. В теории управления выделяют 

также критерии управляемости ситемы по выходу. Напомним, 

что для линейных систем уравнение выхода имеет вид: 

)()( txCty


 , 

где )(ty


 – q-мерный вектор выходных сигналов, С – матрица раз-

мерности qn, q<n. 

Определение. Система является управляемой по выходу, ес-

ли из любого состояния с выходом )( 0ty


 она может быть переве-

дена в любое другое желаемое состояние с выходом )( 1tx


 за ко-

нечное время 01 tt   в результате приложения кусочно-

непрерывного входного воздействия ),(),( 10 ttttu 


. 
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Критерий управляемости по выходу аналогичен критерию 

управляемости по состоянию. Система управляема по выходу, 

если ранг матрицы 

],...,,[* 12 BCABCACABM n                          (2.44) 

равен q, то есть размерности вектора выходного сигнала. 

 

Контрольные вопросы 
 

1. Разъясните суть процедуры диагонализации. 

2. К каким наиболее существенным изменениям приводит 

процедура диагонализации линейной системы управления? 

3. Дайте определение управляемой системы. 

4. Сформулируйте критерий управляемости Гильберта. 

5. Сформулируйте критерий управляемости для случая 

кратных собственных значений матрицы А. 

6. Сформулировать критерий управляемости на основе раз-

ложения матричной экспоненты. 

7. Дайте определение управляемости по выходу. 

8. Сформулируйте критерий управляемости по выходу. 

 

2.9 Наблюдаемость 
 

Понятие наблюдаемости – двойственное к понятию управ-

ляемости. Управляемость предполагает, что любая переменная 

состояния должна реагировать на входной сигнал, управление. 

Наблюдаемость означает, что всякое изменение состояния систе-

мы будет сопровождаться изменением измеряемого на выходе 

сигнала.  

Определение. Если все состояния системы можно опре-

делить по вектору выходного сигнала, то эта система наблю-

даема. 

Если же какое-то состояние не влияет на выходной сигнал, 

то это означает, что мы имеем дело с ненаблюдаемой системой. 

Пример ненаблюдаемой системы приведен на рис. 2.2. 
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x (t)1u (t)1

x (t)2

x (t)3

x (t)4u (t)3

y (t)1Измерительное
устройство

y (t)2Измерительное
устройство

x (t)5

u (t)2

Переменная 
состояния, не
влияющая на
выходной сигнал

 
 

Рис. 2.2  Пример ненаблюдаемой системы 

 

Ненаблюдаемая система не может быть полностью 

идентифицирована, так как невозможно определить парамет-

ры модели, соответствующие ненаблюдаемым состояниям. 

Критерии наблюдаемости систем также основаны на анали-

зе канонических уравнений состояния и на полиномиальном раз-

ложении матричной экспоненты Ate . 

 

2.10 Критерии наблюдаемости канонических                 
систем 

 

2.10.1 Критерий наблюдаемости Гильберта 

 

Критерий наблюдаемости Гильберта также может быть 

применен после приведения уравнений линейной системы управ-

ления к каноническому виду, то есть после применения процеду-

ры диагонализации. Подход аналогичен исследованию управляе-

мости линейной системы. 

Рассмотрим линейную систему, канонические уравнения 

которой имеют вид: 

,),(*, ***** CVCtxCyuBxx 
                 (2.45) 

(V  – матрица собственных векторов). 
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Критерий наблюдаемости Гильберта: система, заданная 

каноническими уравнениями, наблюдаема, если ни один из 

столбцов матрицы С* не является нулевым, то есть на выход-

ной сигнал влияют все компоненты вектора преобразованных 

переменных состояния *x


. 

Если матрица С* содержит хотя бы один нулевой столбец, 

то система ненаблюдаема. 

Для доказательства этого утверждения рассмотрим диагона-

лизируемую систему с различными собственными значениями, 

которая задана в дискретной форме: 

,...,2,1,0),()(

),()()1(





kkxCky

kuBkxkx





                 (2.46) 

где  – диагональная матрица размера (nn) с различными эле-

ментами, yux


,,  – векторы размерности n,m, q,  (q n)  соответ-

ственно. 

Введем в рассмотрение измеримую скалярную величину z, 

которую определим как скалярное произведение вектора выход-

ного сигнала },...,,{ 21 qyyyy 


 на вспомогательный вектор 

},...,,{ 21 qwwww 


 следующим образом: 

....2211 qq ywywywz                          (2.47) 

Компоненты вектора },...,,{ 21 qwwww 


 выберем так, чтобы 

все элементы вектора Cw


 не были равны нулю. 

Теперь подставим в выражение (2.47) для скаляра z выраже-

ние для вектора выходного сигнала из уравнения выходов. В ре-

зультате получим: 

.,...,2,10},,...,,{

),(...)()()()()(

11

2111

niddddCwd

kxdkxdkxdkxdkxCwkz

in

nn







 (2.48) 

Здесь все компоненты вектора состояний x


 влияют на изме-

ряемый скаляр z.  

Теперь рассмотрим задачу определения n компонент векто-

ра состояний x


 из уравнений (2.48) на основании измерений ве-

личины z. Понятно, что для этого нужно осуществить n измере-

ний этой величины в n различных моментов времени. Обозначим 

результаты этих измерений через 1,...,2,1,0),(  nrrkz . То-

гда, используя уравнения состояния системы и уравнения (2.48), 
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получим для определения вектора состояний систему из n неза-

висимых уравнений вида: 

.1,...,2,0,,)()()()(

...

),1()()()1()1()2()2(

),()()1()1(

),()(

0
1

0

2














nrErkBudkxdrkxdrkz

kBudkBudkxdkBudkxdkxdkz

kBudkxdkxdkz

kxdkz

r
r 
















(2.49) 

Теперь введем n-мерный вектор измерений 

)}1(),...,1(),({)(  nkzkzkzkZ


. С учетом этих обозначений 

уравнения (2.49) можно записать в матричной форме: 







1

0

)()()(
n

kukxPkZ


 


,                     (2.50) 

где 























1

...
nd

d

d

P











 – матрица размера (nn), числа i  определяют-

ся из (2.49). 

Управления )( iku 


 в этом уравнении могут быть измерены. 

Если матрица   диагональная и содержит разные элементы, то 

строки матрицы Р линейно независимы, а значит существует и 

обратная матрица Р
–1

. В таком случае векторы )(kx


 можно найти 

из уравнения (2.50), если измерены векторы )( iku 


 и )(kZ


. Если 

в уравнении (2.50) нет какой-либо компоненты ix  вектора состо-

яний, никакой информации об этих компонентах не содержится и 

в значениях )(kZ


 или )(ky


. Поэтому и определить состояние си-

стемы на основании измерений величины )(ky


 невозможно. В 

этом случае вектор d


 является вектором, в котором число нену-

левых компонент не превышает (n–1). Тогда матрица Р вырож-

денная, обратную матрицу для вычисления )(kx


 найти не удастся. 

Пример 2.7. Рассмотрим систему 
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).1,1(,
4

3
,

34

21

,,)(






















CBA

xCyuBxAtx


 

Собственные значения матрицы А равны 5,1 21   , 

матрица преобразования V: 

.
21

11










V  

Для проверки наблюдаемости находим матрицу С*: 

).3,0(
21

11
)1,1(* 










 CVC  

Так как первый столбец матрицы С* нулевой, то система 

ненаблюдаема. 

 

2.10.2 Критерий наблюдаемости на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты 
Ate  

 

Этот критерий наблюдаемости подобен критерию управля-

емости на основе полиномиального разложения матричной экс-

поненты. 

Рассмотрим систему с уравнениями состояния и выходов 

обычного вида: 

).(, txCyuBxAx
                             (2.51) 

Примем, что вектор входных сигналов может быть измерен. 

Кроме того, если вектор управления равен нулю, то это не может 

повлиять на наблюдаемость системы. Поэтому в целях упроще-

ния анализа положим 0)( tu


. Используя представление решения 

уравнения состояния с помощью матричной экспоненты, можем 

записать для выходного сигнала равенство: 

).()( 0
)( 0 txCety

ttA  
                              (2.52) 

Воспользуемся выражением для матричной экспоненты в 

виде: 







1

0

)(
n

i

i
i

At Ate  .                              (2.53) 
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С помощью этого равенства представим выходной сигнал в 

виде: 

.)()()(
1

0
00






n

i

i
i txCAttty


                         (2.54) 

Определим следующий вектор (строку) 

)}(),...,),({ 010100 ttttttГ n  


. Кроме того, введем обозна-

чение: 

    ),...,,,(
12 TnTTTTTT CACACACL


  – матрица размера 

n(qn).  

С учетом этих обозначений уравнение (2.54) можно пред-

ставить в виде: 

)()( 0txLГty T 
 .                               (2.55) 

Необходимо заметить, что вектор ),({ 00 ttГ  


 

)}(),..., 0101 tttt n    будет иметь различные значения в различ-

ные моменты времени t при одинаковом t0. Отсюда следует, что 

для однозначного определения состояния системы в некоторый 

момент времени t0 необходимо, чтобы матрица L имела ранг n. 

Итак, линейная система наблюдаема, если ранг матрицы L в 

уравнении (2.55) равен n. 

Пример 2.8. Рассмотрим систему с двумя переменными со-

стояния, одним измеряемым выходным сигналом, и такую, что 

матрица L имеет два линейно зависимых столбца: 

.
3

3

22

11











ll

ll
L  

В этом случае уравнение вида (7.11) имеет вид: 

   

).(3)(                       

33
,

33
,)(

2211122110

2211

2211
10

2

1

21

21
10

xlxlxlxl

xlxl

xlxl

x

x

ll

ll
ty





































 

Так как матрица L не зависит от времени, то состояния 21, xx  

определить однозначно нельзя. В выходном сигнале они всегда 

будут зашифрованы в виде комбинации )( 2211 xlxl  , которую не 

удастся разделить, в какие бы моменты времени ни проводились 

измерения выходного сигнала. 
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Контрольные вопросы 
 

1. Дайте определение наблюдаемой системы. 

2. Сформулируйте критерий наблюдаемости Гильберта. 

3. Сформулируйте критерий наблюдаемости на основе раз-

ложения матричной экспоненты. 
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3 СВЯЗЬ МЕЖДУ ПРЕДСТАВЛЕНИЕМ МОДЕЛЕЙ 
СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ                 
СОСТОЯНИЙ И ПРЕДСТАВЛЕНИЕМ С ПОМОЩЬЮ 
ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ 

 

3.1 Получение моделей в пространстве состояний 
по скалярным передаточным функциям 

 

Рассмотрим представление системы с помощью передаточ-

ных функций, связывающих выходной сигнал системы с одной 

входной переменной. Если система имеет несколько входных 

сигналов, то необходимо вводить несколько передаточных функ-

ций. Рассмотрим Z-преобразование дискретных передаточных 

функций. 

Напомним некоторые основные определения. 

Изображением функции )(kf  (см., например, 1) дискретно-

го аргумента называется функция комплексной переменной z ви-

да: 

.
)(

)(
0







k

kz

kf
zF  

Функция-оригинал находится по изображению с помощью 

формулы: 

,...,1,0,)(
2

1
)]([)( 11  

 kdzzzF
i

zFZkf
C

k


 

где С – контур, внутри которого находятся все особые точки 

функции  F(z).  

Под передаточной функцией линейной стационарной си-

стемы далее подразумевается функция комплексного переменно-

го: 

,
)(

)(

...1

...
)(

2
2

1
1

2
2

1
1

zu

zy

zazaza

zbzbzb
zG

n
n

m
m 









                (3.1) 

где z
–1

 – оператор сдвига, который удовлетворяет условию 

.ikk
i yyz 

   

Представление в виде (3.1.) соответствует равенству: 
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).(..)2(                 

)1()(...)1()(

2

11

mkubkub

kubnkyakyaky

m

n




                  (3.2) 

В свою очередь, уравнение (3.2) соответствует представле-

нию системы в виде: 

),()(

),1()1()(

kxCky

kuГkxФkx







                            (3.3) 

где матрицы Ф, Г, С есть матрицы вида: 

;

.........

1...0000

0...............

..................

........100

0......010

11






























 aaa

Ф

nn

                                      (3.4) 

}.0,...,0,1{,

0

0

...

1...

0............

......1

.........1

0......01

1

1

121

12

1















































 



Сb

b

aaa

aa

a

Г m

nn




 (3.5) 

Пример 3.1. Рассмотрим систему, которая задана переда-

точной функцией вида: 

.
)(

)(

16,11

6,0

16,1

6,0
)(

2
2

1
1

1
1

21

1

2 zu

zy

zaza

zb

zz

z

zz

z
zG 


















 

Здесь через u обозначен входной, через y – выходной сигнал 

системы. 

Для записи по этим соотношениям дискретной модели в 

пространстве состояний запишем выражения для матриц Ф и Г. 

Получим: 

;
6,11

1010

12























aa
Ф  

.
96,0

6,0

0

6,0

16,1

01

0

6,0

16,1

01

0

6,0

1

01
111

1

































































a
Г
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В результате получим следующие уравнения системы: 

).()(

),1(96,0)1(1)1(6,1)(

),1(6,0)1()(

),1()1()(

1

212

21

kxky

kukxkxkx

kukxkx

kuГkxФkx










 

 

3.2 Получение скалярных передаточных функций 
на основе дискретных моделей в пространстве 
состояний 

 

Для наблюдаемой системы, линейная модель которой задана 

в пространстве состояний, передаточная функция модели может 

быть получена в результате преобразования модели в простран-

стве состояний в коагулированную форму. Рассмотрим случай, 

когда модель задана в дискретной форме. 

Пусть в пространстве состояний задана дискретная модель 

системы с уравнениями вида: 

),()(

),()()1(

kwDky

kukwkw






 
                               (3.6) 

где w


 – вектор состояний системы, u  – скалярный входной сиг-

нал (управление), y  – скалярный выходной сигнал. 

Рассмотрим уравнения, по которым может быть получена 

дискретная передаточная функция, соответствующая системе 

(3.6), которая предполагается известной. Итак, будем искать пе-

редаточную функцию, соответствующую системе (3.6) в виде: 

n
n

m
m

zazaza

zbzbzb

zu

zy
zG










...1

...

)(

)(
)(

2
2

1
1

2
2

1
1                 (3.7) 

(напомним, что z
–1

 – оператор сдвига, который удовлетворяет 

условию ikk
i yyz 

  ). 

Заметим, что для систем вида (3.7) должно выполняться усло-

вие nm  , поэтому будем рассматривать крайний случай nm  . 

Тогда для дискретной модели соотношение (3.7) эквива-

лентно равенству: 

).(..)2(                     

)1()(...)1()(

2

11

nkubkub

kubnkyakyaky

n

n




                (3.8) 
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Для наблюдаемой системы (3.6) справедливо утверждение о 

том, что её преобразование к коагулированной форме может быть 

выполнено с помощью матрицы преобразования Т, которая имеет 

вид: 





















1

...
nD

D

D

T




.                                      (3.9) 

Преобразованная модель (3.6) в пространстве состояний 

имеет вид: 

),(**)(

),(*)(**)1(*

kwDky

kukwkw






 
                 (3.10) 

где **,,**, Dw 


 – переменные состояния и матрицы, полу-

ченные в результате преобразований Dw ,,, 


 в уравнениях 

(3.6) соответственно. Эти величины определяются формулами: 

;

.........

1...0000

0...............

..................

........100

0......010

*

11

1



































aaa

TT

nn

        (3.11) 

;* wTw


                                              (3.12) 

;*  T                                             (3.13) 

.* 1 DTD                                          (3.14) 

Коэффициенты nbbb ,...,, 21  находятся следующим образом: 

.*

0
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0......01

0

0
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*

*
1
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
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



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b
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    (3.15) 

Пример 3.2.  Рассмотрим систему, которая задана следую-

щей моделью в пространстве состояний: 
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).()(

,)1,2(,
1

1
,

34

21
),()()1(

kwDky

Dkukwkw




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
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






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Найдем матрицу Т: 




















76

12

D

D
T . 

Найдем также обратную матрицу Т
–1

: 




























26

17

8

1

76

12
1

1T . 

Теперь можно найти матрицу 1*  TT : 

.
45
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3240

80

8

1
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8

1
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12

8

1
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Матрица *  равна: 
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
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
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
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1
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Матрица *D  равна: 

     0108
8

1

26
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8

1
12* 1 












 DTD . 

Нетрудно увидеть, что матрица 1*  TT  имеет коагули-

рованную форму. Из выражения для этой матрицы находим, что 

5,4 21  aa . 

Аналогичным образом находим коэффициенты 21, bb : 
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Отсюда находим  
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3
)(

21
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3.3 Получение скалярных передаточных функций 
на основе непрерывных моделей в пространстве 
состояний 

 

Способ получения передаточной функции на основе непре-

рывной модели в пространстве состояний рассмотрим на примере 

применения преобразования Лапласа к уравнениям стационарной 

линейной системы с одним входом и одним выходом. Эти урав-

нения после применения к ним преобразования Лапласа имеют 

вид: 

).()(

),()()(

sxCsy

sBusxAsxs







                           (3.16) 

Здесь s – параметр преобразования Лапласа 




 dtetxsX st)()( , 

)(sx


 – трансформанта Лапласа вектора состояний )(tx


, )(su  – 

трансформанта Лапласа входного сигнала )(tu , )(sy  – трансфор-

манта Лапласа скалярного выходного сигнала )(ty . 

Из первого уравнения (3.16) следует, что 

.)()()(

),()()(),()()(

1

1









sBuAsECsy

sBuAsEsxsBusxAsE


          (3.17) 

Таким образом, для передаточной функции имеет место 

формула: 

.)(
)(

)(
)(

),()()(),()()(

1

1

BAsEC
su

sy
sG

sBuAsEsxsBusxAsE










          (3.18) 

В отличие от дискретной модели, этот метод получения пе-

редаточной функции для непрерывной модели не может быть 

напрямую реализован с помощью компьютерной модели, так как 

параметр преобразования S – непрерывная комплексная перемен-

ная. Но аналитический вывод передаточной функции таким спо-

собом для систем малой размерности очень прост, что и иллю-

стрирует следующий пример. 

Пример 3.3. Получить передаточную функцию, используя 

преобразование Лапласа линейной системы: 
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В пространстве трансформант Лапласа эти уравнения имеют 

вид: 
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Отсюда для передаточной функции имеем следующее вы-

ражение: 
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Контрольные вопросы 
 

1. Получение моделей в пространстве состояний по задан-

ным скалярным передаточным функциям. 

2. Получение скалярных передаточных функций на основе 

дискретной модели в пространстве состояний. 

3. Получение скалярных передаточных функций на основе 

непрерывной модели в пространстве состояний. 
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4 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПЛАНИРОВАНИЯ                     
ЭКСПЕРИМЕНТА 

 

4.1 Математическая постановка задачи                                     
планирования экспериментов 

 

Следуя результатам работ [4, 5], рассмотрим основы теории 

планирования экспериментов. Пусть контролируемые перемен-

ные x


, которые описывают состояние моделируемой системы, 

при функционировании этой системы преобразуются в выходную 

переменную y


. Эксперимент с системой или моделью системы 

заключается в том, что контролируемой переменной x


 последо-

вательно присваиваются некоторые значения 


, для которых по-

лучаются соответствующие значения выходной переменной y


. 

Пусть точная аналитическая зависимость между перемен-

ными x


 и y


 неизвестна, и пусть цель экспериментов – оценка 

этой зависимости. Такая постановка задачи типична для многих 

исследований. От выбора значений контролируемой переменной 

x


, то есть величин 


, и количества опытов, в значительной сте-

пени зависит точность оценки этой неизвестной зависимости 

)(xfy


 . 

Набор значений 


, которые принимает в ходе эксперимента 

контролируемая переменная x


, и представляет собой план ими-

тационного эксперимента. 

Эксперимент, для которого множество  возможных значе-

ний 


 содержит не менее двух различных элементов, называется 

активным, так как в этом случае экспериментатор может управ-

лять выбором элементов из множества , подчиняя этот выбор 

каким-то своим целям. Если множество  не определено или со-

стоит из одного элемента, то эксперимент называется пассивным. 

Математическая постановка задачи планирования экспе-

римента такова. Пусть заданы два множества объектов: 1}{ Fx   

и 2}{ Fy   и предполагается, что существует (пока не известный) 

оператор 21: FFA  , преобразующий множество 1}{ Fx   в 

2}{ Fy  , Axy  . Многие прикладные задачи заключаются в том, 
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чтобы восстановить неизвестный оператор A по эксперименталь-

ным данным. 

В результате эксперимента объекту x


 ставится в соответ-

ствие некоторое значение xAy


 , которое из-за погрешностей 

эксперимента отличается от точного значения Axy  . При вос-

становлении оператора A экспериментатор априори выбирает не-

которое множество операторов A , определенных на 1}{ Fx  . 

Предполагается, что среди операторов в A  можно найти опера-

тор 0A , близкий к А. Задачей оптимального планирования экспе-

римента и является поиск оператора 0A . 

Если искомый оператор А – функция, известная с точностью 

до конечного числа неизвестных параметров (коэффициентов), то 

задача сводится к классической задаче планирования регрессион-

ных экспериментов. Смысл, который вкладывается в термин ре-

грессионный, поясним несколько позже. 

 

4.2 Регрессионные модели экспериментов и их       
статистический анализ 

 

Рассмотрим основные положения теории планирования экс-

перимента, изложенные в [3–7]. Пусть выходная переменная y за-

висит от контролируемых переменных },...,,{ 21 kxxxx 


. В ре-

зультате выполнения n имитационных экспериментов будет по-

лучен вектор },...,,{ )()2()1( nyyyy 


, который зависит от матрицы 



















nkn

k

ij

xx

xx

xF

...

.........

...

)(

1

111

.                           (4.1) 

Здесь первый индекс i – номер эксперимента, j – номер пе-

ременной, так что ijx  – значение j-й контролируемой переменной 

в i-м эксперименте. 

В теории планирования экспериментов вектор 

},...,,{ )()2()1( nyyyy 


 называется вектором результатов измерения, а 

матрица F называется матрицей плана эксперимента. 
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При постановке экспериментов принимается априори (лат. a 

priori – из предшествующего, до опыта) предположение, что за-

висимость между выходной и управляемыми переменными имеет 

вид: 

),( 


xfу  ,                                        (4.2) 

причем функция ),( 


xf  считается известной с точностью до ко-

нечного числа неизвестных параметров (коэффициентов) 

},...,,{ 21 m 


. Другими словами, вид функции также задается 

исследователем априори. Например, эта функция может быть за-

дана в виде полинома, тригонометрической функции и т.п. 

Из-за погрешностей эксперимента, влияния случайных фак-

торов, вектор результатов измерений },...,,{ )()2()1( nyyyy 


 и мат-

рица плана F связаны не точной зависимостью (4.2), а стохасти-

ческой зависимостью 

,,...,2,1,),( )()()( nixfу iii  


                      (4.3) 

где )(iy  – измеренная в i-м эксперименте величина y (выходной 

сигнал), )(i  – случайная ошибка «измерений» этой величины в  

i-м эксперименте, },...,,{ )()(
2

)(
1

)( i
k

iii xxxx 


.  

Следуя основам теории измерений, примем предположение 

о том, что случайные ошибки распределены по нормальному зако-

ну, то есть плотность вероятности распределения случайной ве-

личины x есть 
2

2

2

)(

2

1
)( 










x

exf . Это предположение назы-

вают также основной гипотезой теории измерений. Принятие 

этого предположения означает, что средние значения ошибок, т.е. 

математическое ожидание случайной ошибки измерений )(i , 

равно нулю ( 0)( )( iE  ), ошибки в разных опытах некоррелиро-

ваны ( jiE ji  при0),( )()(  ), и дисперсия 2)()( )()( iiD   , где 
)(i  – стандартное отклонение (разброс) случайной величины.  

Учитывая, что 0)( )( iE  , выражение (4.3) запишем в виде: 

).,...,2,1(),,(),()( )()()( nixfxуE iii  

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В теории планирования эксперимента функция 

),(),( )()(  ii xfx


  называется поверхностью (имеется в виду её 

графическое изображение) отклика или функцией регрессии. 

Задача регрессионного анализа заключается в том, чтобы 

оценить значения },...,,{ 21 m 


 по выборке эксперименталь-

ных значений },...,,{ )()2()1( nyyyy 


. Наиболее изученным в тео-

рии планирования экспериментов является случай, когда функ-

ция ),( 


xf  линейна по параметрам },...,,{ 21 m 


. В этом слу-

чае зависимость ),( 


xfу   имеет вид: 

.,...,2,1,)( )()()( nixfу iii  


                       (4.4) 

Здесь функция )}(),...,(),({)( 21 xfxfxfxf m


  рассматривает-

ся как заданная векторная непрерывная функция своих аргумен-

тов. 

Наконец, частным случаем зависимости (4.4) является слу-

чай, когда выходной сигнал y  линейно зависит не только от ко-

эффициентов (параметров) },...,,{ 21 m 


, но и контролируе-

мые переменные также линейно входят в правую часть (4.4). То-

гда выражение (4.4) преобразуется к виду: 

.,...,2,1,... )()()(
22

)(
11

)( nixxxу ii
mm

iii         (4.5а) 

В матричной форме записи это уравнение имеет вид: 

}.,...,,{( )()2()1( nFу  


                     (4.5b) 

Здесь F – матрица вида (4.1) размером nm (k – количество 

параметров). 

Теперь рассмотрим линейные оценки значений параметров 

},...,,{ 21 m 


, которые получаются на основе экспериментов и 

имеют вид: 

уT



~

,                                      (4.6) 

где T – матрица размера mn.  

Оценка 
~

 называется наилучшей линейной несмещенной 

оценкой, если она имеет наименьшие дисперсии 
2)()( iiD    

среди всех оценок вида (4.6). Естественно, возникает вопрос, как 

найти матрицу Т и наилучшую линейную несмещенную оценку? 

Ответ дает теорема Гаусса–Маркова и её следствия. Но прежде 
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чем перейти к их изучению, рассмотрим общие основы теории 

наблюдений (см., например, [3–7]), необходимые для лучшего 

понимания методов статистического анализа регрессионных экс-

периментов. 

 

4.3 Метод максимального правдоподобия 
 

Пусть целью экспериментов является измерение некоторой 

величины x (скалярный случай). Пусть истинное значение этой 

величины равно x0. Будем пока считать, что это точное значение 

измеряемой величины известно. Тогда ошибка наблюдения будет 

равна 0xx  . Примем предположение, что как случайные 

ошибки измерения, так и результаты измерений неизвестной 

величины x распределены по нормальному закону. Мы уже го-

ворили, что это предположение называют также основной гипо-

тезой теории измерений. Тогда плотность вероятности распреде-

ления величины x есть 

2

2
0

2

)(

2

1
)( 



xx

exp




  

с математическим ожиданием, равным истинному значению x0, и 

дисперсией 2)( xD . Это значит, что результат отдельного из-

мерения является элементом бесконечного множества измерений 

(его называют генеральной совокупностью), которые выполня-

ются в одинаковых условиях со средней ошибкой  (равноточные 

измерения). Среднее арифметическое этой совокупности равно 

математическому ожиданию x0, то есть истинному значению из-

меряемой величины. На практике количество наблюдений огра-

ничено. Поэтому ряд },...,,{ )()2()1( nxxx  экспериментальных значе-

ний измеряемой величины x рассматривается как случайная вы-

борка из генеральной совокупности. Здесь верхний индекс (n) 

означает номер опыта, в котором измерена неизвестная величина 

x. Закономерен вопрос: как распорядиться такой выборкой, чтобы 

наиболее точно оценить истинное значение x0 измеряемой вели-

чины, когда оно неизвестно, и достоверность полученного ре-

зультата? Ответ является итогом следующих рассуждений. 



 87 

Так как результаты измерений можно рассматривать как 

взаимно независимые, то плотность вероятности реализации в n 

экспериментах всей выборки },...,,{ )()2()1( nxxx  равна произведе-

нию плотностей вероятностей реализации каждого отдельного 

измерения: 

 
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2

1
exp(

2

1

)()...()(),...,,(
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)(

2

)()2()1()()2()1(


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


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i

i

n

nn

xx

xpxpxpxxxp



            (4.7) 

Напомним, что наша цель – оценить неизвестное истинное 

значение x0 и при этом обеспечить минимальную среднюю ошиб-

ку  , где 2)( xD  – дисперсия. Это значит, что нас интересуют 

экстремумы плотности вероятности (4.7), которую теперь будем 

рассматривать как функцию двух переменных x0 и  . Понятно, 

что наибольшую точность оценки неизвестной величины по ре-

зультатам измерений (выборки) },...,,{ )()2()1( nxxx  при минималь-

ной погрешности   может обеспечить выбор x0, при котором бу-

дут выполнены необходимые условия экстремума функции 

 
).)(

2

1
exp(
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1
),(

1

2
0

)(

20 



n

i
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n
xxxp


            (4.8) 

Такими условиями, как это следует из курса математическо-

го анализа, в нашем случае будут условия: 

.0)(
11

,0)(
11

1

2
0

)(

3

1
0

)(

2
0



















n

i

i

n

i

i

xx
np

p

xx
x

p

p




                     (4.9) 

Из (4.9) следует, в свою очередь, что выборке 

},...,,{ )()2()1( nxxx , которая реализовалась в n экспериментах, будет 

поставлено в соответствие наибольшее значение плотности веро-

ятности ),(),...,,( 0
)()2()1( xpxxxp n   при  





n

i

i
ср x

n
xx

1

)(
0

1
                               (4.10) 

и любом значении  , а также при  
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



n
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i
n xx

n 1

2
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)(22 )(
1

                           (4.11) 

и любом значении x0. 

Иными словами, при нормальном законе распределения 

ошибок измерения, наиболее вероятной оценкой измеряемой ве-

личины x0 является среднее арифметическое выборки 

},...,,{ )()2()1( nxxx , а наилучшей оценкой средней ошибки опреде-

ления величины x0 является среднеквадратическое отклонение. 

Метод, которым получены формулы (4.10)–(4.11), называют 

методом максимального правдоподобия. 

 

4.4 Метод наименьших квадратов (метод                              
максимального правдоподобия) в случае         
косвенного измерения нескольких величин 

 

Рассмотрим поставленную ранее задачу экспериментально-

го определения коэффициентов в уравнении (модели) (4.4). 

Сформулируем задачу следующим образом. Пусть целью экспе-

риментов является определение m неизвестных параметров (ко-

эффициентов) },...,,{ 21 m 


, которые непосредственным из-

мерениям не поддаются, по результатам измерений величины 

},...,,{ )()2()1( nyyyy 


 в n экспериментах. Компоненты векторной 

функции )}(),...,(),({)( 21 xfxfxfxf m


  как функции управляемых 

(контролируемых) переменных },...,,{ 21 kxxxx 


 при каждом за-

данном в i-м эксперименте наборе значений компонент вектора 

},...,{ )()(
1

)( i
k

ii xxx 


 образуют матрицу )(xf


 размера nm с элемен-

тами следующего вида: 
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     (4.12) 

Напомним, что здесь индекс i означает номер эксперимента, 

а индекс j соответствует номеру компоненты вектора параметров 

},...,,{ 21 m 


. Под результатами измерений далее можно по-
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нимать как результаты измерений в каких-то физических экспе-

риментах, так и результаты имитационного моделирования, в ко-

торых роль измеряемой величины },...,,{ )()2()1( nyyyy 


 будет иг-

рать величина выходного сигнала. 

Теперь уравнение (модель) (4.4) запишем в виде: 

).,...,2,1(,)(

1

niуf i
j

m

j
ij 



                         (4.13) 

Эту систему нельзя непосредственно разрешить относи-

тельно неизвестных ),...,2,1(, mjj  , так как правые части вме-

сто точных значений )(
0
iy  содержат результаты измерений этих 

величин )()(
0

)( iii yy   со случайными ошибками )(i . Можно 

сформулировать проблему оценки коэффициентов 

),...,2,1(, mjj   и следующим образом: какие преобразования 

нужно выполнить с уравнениями (4.13), чтобы по результатам 

измерений )()(
0

)( iii yy  , содержащим случайные ошибки, по-

лучить максимально достоверную оценку истинных значений ко-

эффициентов этих уравнений? Оказывается, если количество 

опытов n больше количества неизвестных m (n>m), то по резуль-

татам )(iy  измерений на основании принципа наибольшего прав-

доподобия можно найти такую совокупность значений 

},...,,{ 21 m 


, которая с наибольшей вероятностью удовлетво-

ряет уравнениям вида (4.13). С этой целью вновь примем предпо-

ложение о нормальном распределении плотности вероятности 

случайных величин )(iy : 

).,...,2,1(),)(
2

1
exp(

2

1
)( 2)(

0
)(

2

)( niyyyp iii 


    (4.14) 

Понятно, что предполагаемые истинные значения )(
0
iy  изме-

ряемых величин )(iy  в точности удовлетворяют уравнениям 

(4.13) ,)(
0

1

i
j

m

j
ij уf 



  в которых «зашифрованы» и точные значе-

ния коэффициентов ),...,2,1(, mjj  . С учетом этого обстоятель-
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ства для плотности вероятности случайной выборки 

},...,,{ )()2()1( nyyyy 


 из (4.14) следует выражение: 
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  (4.15) 

Теперь эту функцию будем рассматривать как функцию 

многих переменных ),...,2,1(, mjj  :  

 
))(

2

1
exp(

2

1
),...,(

1

2

1

)(

221  
 


n

i

m

j
jij

i
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Эта величина достигает максимума при выполнении необ-

ходимых условий экстремума функции многих переменных, то 

есть при условии одновременного обращения в нуль всех ей 

частных производных по ),...,2,1(, mkk  .  

На этом основании приходим к следующей системе уравне-

ний: 
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Отсюда следует система уравнений относительно 

),...,2,1(, mjj   вида: 
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           (4.17) 

Напомним, что здесь ),...,1;,...,1(, mjnifik   – элементы 

матрицы )(xf


. 

Заметим, что в системе (4.13) число уравнений n не равно 

числу неизвестных m. Более того, интуитивно мы ожидаем, что 

чем больше уравнений (а каждому соответствует одно измерение 

величины y), тем точнее должна получаться оценка для коэффи-

циентов, но тогда неясно, какое из возможных решений этой си-
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стемы принимать за «хорошую» оценку коэффициентов. В урав-

нениях (4.17) эти проблемы сняты: число уравнений равно числу 

неизвестных, матрица коэффициентов симметрична относитель-

но главной диагонали, что также является существенным досто-

инством. 

Итак, в качестве наиболее вероятной оценки коэффициентов 

j  по результатам измерений, содержащих случайные погрешно-

сти, следует брать не прямое решение системы уравнений (4.13), 

а решение «сконструированных» из неё уравнений (4.17). Усло-

вие максимального правдоподобия в этом случае совпадает с 

условием минимума суммы квадратов ошибок: 
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Поэтому метод и называется методом наименьших квадра-

тов. 

Пример 4.1. Рассмотрим следующий пример [3]. Пусть по 

результатам пяти измерений получена система уравнений типа 

(4.13) следующего вида: 
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где правые части – результат измерений. Чтобы получить урав-

нения вида (4.17) вычислим четыре коэффициента cij. Итак, 
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Найдем правые части новых уравнений: 
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В итоге имеем следующую систему уравнений относительно 

21, : 
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Решение дает следующие значения: 76,6и81,7 21   . 

Посмотрим, какие значения коэффициентов были бы полу-

чены, если бы была предпринята попытка (ошибочная!) оценить 

их по данным двух первых измерений. Решим по правилу Краме-

ра систему: 
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5,4772,2

8,33991,4

;04,18850,595,477,28,339
7,25,47

0,598,339

;223,1470,5972,27,291,4
7,272,2

0,5991,4

21

2

1


























 

Это решение довольно сильно отличается от наиболее веро-

ятной оценки. 

 

Контрольные вопросы 
 

1. Какова постановка задачи планирования эксперимента? 
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2. Что называется вектором результатов измерений и матри-

цей плана эксперимента? 

3. Дайте определение функции отклика. 

4. Что называется наилучшей линейной несмещенной оцен-

кой? 

5. Разъясните основные положения метода максимального 

правдоподобия. 

 

4.5 Теорема Гаусса–Маркова. Построение                                
оптимальных планов эксперимента.                          
Полнофакторный эксперимент типа 2

3
 

 

При обосновании метода наименьших квадратов для полу-

чения наиболее правдоподобных оценок величин 

},...,,{ 21 m 


 в уравнениях (4.4), зависящих от случайных 

ошибок, на основании результатов n экспериментов по измере-

нию величин },...,,{ 21 nyyyy 


 было принято предположение о 

том, что случайные ошибки распределяются по нормальному за-

кону. Однако доказано, что оценки по методу наименьших квад-

ратов имеют минимальную погрешность независимо от типа рас-

пределения. Доказательство этого факта и способ получения 

наилучшей линейной несмещенной оценки коэффициентов в 

уравнениях вида (4.4) дает теорема Гаусса–Маркова [4,3]. 

Теорема Гаусса–Маркова. 4.1. Для линейной модели вида (4.4) 

),...,2,1(,)( )()()( nixfу iii  


 

наилучшей линейной несмещенной оценкой является оценка 

YM


1
~

 ,                                   (4.19) 

где М – квадратная матрица размера mm, которая вычисляется 

по формуле  

)()( )(

1

)( iT
n

i

i
i xfxfM





  .                     (4.20a) 

(здесь надо отличать векторные функции 

)})(),...,(),({)( )()(
2

)(
1

)( i
m

iii xfxfxfxf


  от матрицы 

}({)( )()( i
jij

i xffxf


 ). 
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Предполагается, что M – неособенная матрица. Если вос-

пользоваться представлением уравнений (4.4) в виде (4.13), 

(4.12), то для вычисления элементов матрицы M имеем формулы  

),...,1,(),()( )(

1

)( mkjxfxfM i
k

n

i

i
jijk 



 .             (4.20b) 

Вектор правых частей в (4.19) вычисляется по формуле: 

2

)(

1

)(

)(

1
),(

i

i
i

n

i

i
i xfyY


 




.                     (4.21a) 

Для компонент вектора Y


 эта формула имеет вид: 

),...,2,1(),( )(

1

)( mjxfyY i
j

n

i

i
ij 




 .                (4.21b) 

Матрицу М называют информационной матрицей, а полу-

ченную таким образом оценку значений 
~

 называют оценкой по 

методу наименьших квадратов. 

Матрица вариаций оценки 
~

 равна  
1)

~
(  MV 


.                                    (4.22) 

Оценка (4.19) справедлива для случая, когда дисперсии 

ошибок ),...2,1(,)()( 2 miD ii    экспериментов заданы. Для 

случая, когда дисперсия неизвестна, имеет место [4,3] обобщение 

теоремы 4.1. 

Теорема 4.2. Для линейной модели вида (4.4) с равными 

дисперсиями ошибок ),...2,1(,)( 22 nii   при n>m наилучшей 

линейной несмещенной оценкой является оценка 

YM


1
~

 ,                                       (4.23) 

где  

),,...,2,1,(),()(

или,0det),()(

)(

1

)(

)(

1

)(

mkjxfxfM

MxfxfM

i
k

n

i

i
jjk

iT
n

i

i

















 

).,...2,1(),(или),( )(

1

)()(

1

)( mjxfyYxfyY i
j

n

i

i
j

i
n

i

i  



 

Несмещенной оценкой для дисперсии 2  будет следующая 
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mn

xfy

mn

xfy
n

i

m

j

i
jj

i
n

i

ii












 
  1

2

1

)()(

1

2)()(

2

))(
~

())(
~

(
~

 

 .     (4.24) 

Для линейной модели (4.5) на основании этой теоремы име-

ем формулы: 

YFFF TT


1)(
~

 ,                                     (4.25) 

mn

FYFY T






)
~

)(
~

(~2 




.                      (4.26) 

 

4.6 Построение оптимальных планов                   
экспериментов  

 

Теоремы 4.1 и 4.2 дают экспериментатору способ получения 

наилучших несмещенных оценок – способ оценки точности ре-

зультатов пассивных экспериментов при некотором фиксирован-

ном наборе значений контролируемых переменных. Но эти же 

теоремы показывают, что точность оценки параметров 

},...,,{ 21 m 


 испытуемой модели зависит от информационной 

матрицы М. Эта матрица, в свою очередь, зависит от того, какие 

именно значения контролируемых переменных будут заданы 

экспериментатором в каждом отдельном эксперименте, то есть 

определяется множеством точек },...,2,1,{ )( Nix i  . Набор этих 

точек и определяет план эксперимента. 

Для построения теории планирования эксперимента требу-

ется более строгое определение. 

Дискретным или точечным планом [4] эксперимента 










n

n

N
pp

xx

,...,

,...,

1

)()1(

                               (4.27) 

называют вероятностную меру, сосредоточенную в точках 

},...,2,1,{ )( Nix i   с весами },...,2,1,{ Nipi  , где  

NiNrppp ii

N

i
ii ,...,2,1,/,1,0

1

 


,           (4.28) 
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ir  – число повторений точки )(ix  в последовательности 

},...,,{ )()2()1( Nxxx . 

Так как точность оценки параметров },...,,{ 21 m 


 зави-

сит от  выбора точек },...,,{ )()2()1( Nxxx , то возникает задача выбо-

ра такого дискретного плана N , который бы обеспечивал опти-

мальные в каком-то смысле оценки этих параметров. В результате 

возникает задача нелинейной дискретной оптимизации, для кото-

рой в большинстве случаев точное решение получить не удается. 

Чаще всего используют следующий выход из ситуации. Вместо 

задачи дискретной оптимизации решается задача непрерывной оп-

тимизации. Это делается за счет смягчения ограничений (4.28) и 

построения непрерывного плана эксперимента. 

Непрерывным планом эксперимента называется план вида 

,
,...,

,...,

1

)()1(










n

n

pp

xx
                         (4.29) 

где   

.,...,2,1,1,0
1

Nipp
N

i
ii  



                   (4.30) 

Если на множестве непрерывных планов (4.29) удается 

найти оптимальный *  план, то для применения этих результа-

тов в конкретных экспериментах его «округляют» до дискретного 

плана *
N . Каковы же критерии оптимальности, которые исполь-

зуются в теории планирования эксперимента? 

Чтобы ответить на этот вопрос, вернемся к определению 

линейной модели 

),...,2,1(,)(

1

niуf i
j

m

j
ij 



                        (4.31) 

и запишем выражение для информационной матрицы планируе-

мых экспериментов следующего вида: 

),...,1,(,)()()( 2)(

1

)( mkjxfxfpMMM i
i

k

n

i

i
jijk  



  .(4.32) 

Относительно информационной матрицы (4.32) принимает-

ся существенно важное допущение, что для всех рассматривае-
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мых планов   определитель 0))(det( M . Следует обратить 

внимание также на то, что по сравнению с формулой (4.20b) для 

пассивных экспериментов в теореме 4.1, здесь под знаком суммы 

появился множитель ip . Смысл этой величины для планируемого 

активного эксперимента простой. Эта величина означает вероят-

ность (для дискретного плана – относительную частоту повторе-

ний) экспериментов в одной и той же точке (i)x , которая необхо-

дима для обеспечения оптимальности плана. Понятно, что в вы-

ражении информационной матрицы реализованных эксперимен-

тов эта величина была равна единице для каждой конкретной 

экспериментальной точки )(ix . Для планируемого оптимального 

эксперимента эта величина, вообще говоря, должна быть найдена 

исходя из условий оптимальности. 

Предположим, что мы выбрали какой-либо функционал Ф, 

значение которого зависит от значений коэффициентов информа-

ционной матрицы М. Пусть также в качестве критерия оптималь-

ности плана принято условие достижения максимума этого 

функционала. Тогда план 

))((maxarg* 


МФ                             (4.32) 

(читай – значение аргумента  , при котором достигается макси-

мум величины Ф) называется Ф-оптимальным. Функционал Ф и 

условие (4.32) называют критерием оптимальности плана. 

Существует много разновидностей критериев Ф-

оптимальности, которые определяются конкретным видом функ-

ционала Ф. Наиболее часто используют два из них. 

План 

)))((det(maxarg* 


М                          (4.33) 

называется D-оптимальным (от слова детерминант). При D-

оптимальном планировании экспериментов минимизируется объ-

ем области рассеяния наилучших линейных оценок неизвестных 

параметров },...,,{ 21 m  модели (4.4). 

План 

)))(((minarg* 1 


 Мtr                         (4.34) 
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называется А-оптимальным (читай – обратная информационная 

матрица имеет минимальный след). Такой план обеспечивает ми-

нимальную суммарную дисперсию наилучших линейных оценок 

неизвестных параметров },...,,{ 21 m . 

Таким образом, чтобы построить оптимальный план экспе-

римента для модели (4.4) необходимо выбрать критерий опти-

мальности плана вида (4.32) и решить соответствующую задачу 

оптимизации. Это достаточно сложная задача, но для некоторых 

частных видов моделей эта задача решена и можно воспользо-

ваться уже имеющимися результатами, которые основаны на сле-

дующей теореме. 

Пусть контролируемые переменные Xx , где Х – ком-

пактное подмножество евклидова пространства R
k
. Имеет место 

следующая теорема. 

Теорема 4.3. – теорема Кифера–Вольфовица. Для модели 

вида (4.4) непрерывный план *  является D-оптимальным тогда 

и только тогда, когда выполняется условие 

,)(*)()()(max*),()(max 1 mxfMxfxxdx T

XxXx
 




        (4.35) 

где )(x  – величина, обратная дисперсии наблюдений в точке x


. 

Информационные матрицы всех D-оптимальных планов совпа-

дают и для них mxd i *),( )(  . 

Некоторые примеры оптимальных планов. Критерий 

(4.35), благодаря своей простоте, позволяет легко строить D-

оптимальные планы для многих относительно простых моделей. 

Пример 4.2. Тригонометрическая функция отклика. Рас-

смотрим, например модель функции отклика в виде тригономет-

рического ряда порядка k: 

]2,0[,))sin()cos((),(
1

0   


Xxjxjxx
k

j
jj   (4.36) 

и предположим, что измерения одинаково точны. 

На основе критерия (4.35) доказано, что для модели (4.36) 

D-оптимальным является план вида  

12,/)1(2,1
,...,

1
,...,

* )(

)()1(
















 knnix

nn

xx
i

n

 .       (4.37) 
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Пример 4.3. Непрерывный D-оптимальный план для по-

линомиальной функции регрессии на отрезке [–1,1]. Пусть те-

перь базисные функции имеют вид 

.,...,2,1,)( 1 mixxf i
i                              (4.38) 

С помощью таких функций можно с заданной точностью на 

заданном отрезке описать любую другую гладкую функцию. Ос-

новой для построения в этом случае D-оптимальных непрерыв-

ных планов является следующая теорема [4,3]. 

Теорема 4.4. Непрерывный D-оптимальный план для поли-

номиальной функции (1.38) на отрезке [–1,1] единственен и со-

средоточен с равными весами 1/m в точках, которые являются 

корнями полинома 

),()1( 2 xP
dx

d
x m                                  (4.39) 

где 









]2/[

0

22

)!2()!(!

)!22(
)1(2)(

m

s

sms
m x

smsms

sm
xP  – полином Ле-

жандра степени m. 

Пример 4.4. Полный факторный план. Ортогональным 

планом называется план с матрицей вида (4.1), все элементы ко-

торой равны 1, и при этом столбцы ортогональны. Напомним, 

что i–я строка матрицы содержит координаты точки )(ix  для i-ого 

эксперимента. 

Для линейной модели наблюдений  

},...,,{( )()2()1( nFу  


, 

когда множество планирования имеет вид ]1,1[X , D-опти-

мальным планом является ортогональный план. Такой план ока-

зывается одновременно и А-оптимальным. 

Примером ортогонального плана может служить полный 

факторный план, сосредоточенный во всех вершинах k-мерного 

единичного куба с равными весами m2 . При больших значениях 

m полные факторные планы не используются, так как количество 

точек m2 , в которых необходимо проводить эксперименты, растет 

слишком быстро с ростом m. Поэтому вместо таких планов при-

меняют дробные факторные планы. 
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4.7 Факторные планы. Этапы планирования 
 

Факторное планирование применяют с целью построения 

экономичных планов эксперимента для оценки неизвестных ко-

эффициентов полиномиальных функций. Рассмотрим схему экс-

перимента, в котором результаты измерений зависят от контро-

лируемых переменных },...,,{ 21 kxxxx 


, которые при факторном 

планировании называют факторами. Каждый фактор ix  может 

принимать конечное число is  значений. Эти значения называют 

уровнями фактора. В качестве функции регрессии (модели) при 

2is  обычно рассматривают полином степени km   (т.е. сте-

пень полинома не выше, чем количество факторов). Такая функ-

ция регрессии в общем случае имеет вид: 





k

iii
iiiii

k

ji
jiij

k

i
iik

m

mm
xxxxxxxx

...
...

1
021

21

121
......),...,,(  (4.40) 

Параметр 0  называют общим средним, коэффициенты 

),...,2,1(, kii   называют главными эффектами, ij  – эффектами 

двухфакторного взаимодействия, 
miii ...21

  – эффектами m-

факторных взаимодействий. Чаще всего используются линейные 

и неполные квадратичные функции регрессии: 
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               (4.41) 

Факторный план называется полным факторным планом, 

если измерения производятся по одному для каждой возможной 

комбинации уровней фактора. Число экспериментов в полном 

факторном плане равно ksss ...21 . 

 

4.7.1 Основные этапы планирования эксперимента [8] 

 

1. Формулировка цели исследования, выдвижение основных 

гипотез, выявление параметров модели и контролируемых пере-

менных (факторов), влияющих на поведение объекта. 
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2. Выбор (гипотеза) функции отклика. 

3. Выбор интервала изменения факторов в процессе экспе-

риментирования. 

4. Составление комбинаций уровней факторов, при которых 

проводятся исследования системы. 

5. Определение количества повторений каждого опыта и 

общего числа опытов. 

6. Выбор порядка проведения опытов. 

7. Статистическая обработка результатов экспериментов. 

8. Анализ результатов, построение модели, проверка адек-

ватности. 

Выбор интервалов изменения факторов в эксперименте [8]. 

При планировании экспериментов применяют кодированные пе-

ременные. Это позволяет записывать план эксперимента в виде 

матриц, элементами которых являются единицы или же знаки 

«+» и «–», которые соответствуют максимальным и минималь-

ным уровням факторов. К кодированным переменным переходят 

в результате замены: 

,0

i

ii
i

x

xx
x




  

где ix  – кодированная переменная (значение фактора), ix0  – зна-

чение основного уровня фактора в физических (натуральных) 

единицах, ix  – значение фактора в натуральных единицах. Вводят 

также полуинтервал варьирования фактора: 

,
2

minmax ii
i

xx
x


  

где minmax , ii xx  – максимальное и минимальное значения фактора 

в физических единицах. 

 

Контрольные вопросы 
 

1. Сформулируйте теорему Гаусса–Маркова и ее обобщения. 

2. Запишите выражение для информационной матрицы ли-

нейной относительно коэффициентов функции отклика модели 

(случай с равными дисперсиями), а также формулу несмещенной 
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оценки для дисперсии. Выведите из них соответствующие фор-

мулы для классической линейной модели. 

3. Дайте определение дискретного плана эксперимента. 

4. Какой план эксперимента называется Ф-оптимальным? 

5. Какой план эксперимента называется D-оптимальным? 

6. Какой план эксперимента называется А-оптимальным? 

7. Опишите основные этапы планирования эксперимента. 

8. Как осуществляется переход к кодированным перемен-

ным? 

 

4.8 Полный факторный эксперимент при трех                       
факторах. Матрица плана, обработка                       
результатов, проверка адекватности 

 

В качестве функции отклика при полном факторном экспе-

рименте для случая трех факторов рассматривается следующий 

полином: 

.321123

3

,

3

1
0 xxxbxxbxbby

ji
jiij

i
ii  



                   (4.42) 

Общее количество опытов при этом будет 322  kN . По-

сле того, как в реальной физической задаче такого типа будет 

сделан переход к кодированным переменным, которые теперь 

могут принимать значения «+1» и «–1», условия экспериментов 

записывают в виде матрицы планирования, которая для трех фак-

торов записана в виде таблицы 4.1. ([8]). 

 

Таблица 4.1 ([8])  Факторный план: матрица планирования 2
3
 

 

Матрица планирования 2
3 

№ то-

чек 

плана 

Факторы Выходной  

сигнал 

X0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X0X1, 

j=4 

X1X2, 

j=5 

X2X3, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy , 

p=1 

//

iy , 

p=2 

iy  

1 + + + + + + + + /

1y  
//

1y  1y  
2 + - + + - - + - /

2y  
//

2y  2y  
3 + + - + - + - - /

3y  
//

3y  3y  
4 + - - + + - - + /

4y  
//

4y  4y  
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Матрица планирования 2
3 

№ то-

чек 

плана 

Факторы Выходной  

сигнал 

X0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X0X1, 

j=4 

X1X2, 

j=5 

X2X3, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy , 

p=1 

//

iy , 

p=2 

iy  

5 + + + - + - - - /

5y  
//

5y  5y  
6 + - + - - + - + /

6y  
//

6y  6y  
7 + + - - - - + + /

7y  
//

7y  7y  
8 + - - - + + + - /

8y  
//

8y  8y  

 

Строки этой матрицы соответствуют номеру эксперимента, 

а первые три столбца дают план изменения контролируемых пе-

ременных (факторов). Столбец для «фиктивной» переменной 0x  

предназначен для последующей оценки свободного члена 0b . 

Значение 0x  равно «+1» и постоянно во всех опытах. Столбцы 

для выходной переменной содержат результаты повторных (мно-

гократных) измерений этой величины. Для обеспечения высокой 

достоверности результатов требуется значительное число повто-

рений.  

Важно то, что полный факторный эксперимент относится к 

числу ортогональных планов. Преимущество в том, что это резко 

упрощает расчет коэффициентов регрессии.  

1. Вместо прямого решения системы нормальных уравнений 

используют следующие простые расчетные формулы для коэф-

фициентов регрессии: 

,1

N

yx

b

N

i
iij

j


                                         (4.43) 

где j – номер фактора, N – количество опытных точек в плане, i – 

номер опытной точки в плане (номер строки). Величина  

r

y

y

r

p
ip

i





1

                                          (4.44) 

дает средний отклик (выходной сигнал) по числу повторений 

опытов в точке с номером i (r – число повторных опытов). При 

Окончание табл. 4.1 
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варьировании каждого фактора на двух уровнях в пределах «+1», 

«-1» вычисления сводятся к тому, что элементы столбца для вы-

ходной переменной суммируются с учетом поправки на знак в 

столбце соответствующего фактора, а затем делятся на количе-

ство опытных точек в плане. 

2. Так же просто определяются и дисперсии (построчные) 

для каждой из опытных точек i: 

.)(
1

1
)(

1

22







r

p
iipi yy

r
                            (4.45) 

3. После этого находится так называемая дисперсия воспро-

изводимости: 

.)(
)1(

1
)(

1
)(

1 1

2

1

22

 





N

i

r

p
iip

N

i
i yy

rNN
yS             (4.46) 

4. По критерию Кочрена проверяется однородность диспер-

сий. Для этого вычисляется отношение максимальной построч-

ной дисперсии к дисперсии воспроизводимости: 

  )(max)( 22 ySG i .                            (4.47) 

По таблицам определяют значение критерия Кочрена для 

степеней свободы  fimax=r–1 и fi=N для уровня значимости =5%. 

Если Gtabl>G, то гипотеза об однородности дисперсий принимается. 

5. По T-критерию Стьюдента проверяется значимость коэф-

фициентов модели. Для этого находится дисперсия коэффициен-

тов регрессии:  

).(
1

)( 22 yS
Nr

bS j                                 (4.48) 

По таблицам определяют критическое значение Tкр крите-

рия Стьюдента для степеней свободы f=N(r–1) и уровня значимо-

сти =5%. По этому значению строят интервал длиной 

)(, jкрjj bSTbbr  , где )( jкрj bSTb   – половина длины до-

верительного интервала. Если абсолютная величина коэффици-

ента jj bb  , то коэффициент считается значащим (им нельзя 

пренебречь). 

6. Проверяют адекватность модели на основе критерия 

Фишера. С этой целью вычисляют дисперсию адекватности: 
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
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

,                            (4.49) 

где m – количество членов аппроксимирующего полинома, учи-

тывая и свободный член, а iy


 – значение функции отклика, вы-

численное по принятой функции регрессии (аппроксимирующе-

му полиному). После этого вычисляют значение критерия Фише-

ра 
)(2

2

yS

adS
F  . Из таблиц находят критическое значение критерия 

Фишера Fкр для степеней свободы Fад=N–m и fk=N(r–1) и задан-

ного уровня значимости . При выполнении условия F<Fкр мо-

дель признается адекватной. 

7. Вычисляют коэффициент множественной корреляции: 
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,              (4.50) 

где y  – среднее значение iy . Значение этого коэффициента нахо-

дится в пределах 10  R . Если значения R близки к нулю, то 

коэффициенты регрессии не вносят вклада в изучаемую зависи-

мость. Если же коэффициент R близок к единице, то принятое 

уравнение регрессии полностью описывает результаты экспери-

мента. 

 

Контрольные вопросы 
 

1. Запишите выражение для матрицы плана полнофакторно-

го эксперимента 2
3
. 

2. Запишите выражение для информационной матрицы пол-

нофакторного эксперимента 2
3
. 

3. Докажите ортогональность матрицы плана полнофактор-

ного эксперимента 2
3
. 

4. Получите формулы для расчета коэффициентов полно-

факторного эксперимента 2
3
, исходя из общих формул расчета 

коэффициентов линейной модели на основе метода максимально-

го правдоподобия. 
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5 ИДЕНТИФИКАЦИЯ С ПОМОЩЬЮ РЕГРЕССИОННЫХ 
МЕТОДОВ [2] 

 

Регрессионные методы идентификации, основанные на про-

цедурах метода максимального правдоподобия, обладают, в 

частности, следующими достоинствами. Они применимы: 

1) для идентификации линейных и нелинейных процессов; 

2) идентификации систем по нескольким входам одновре-

менно; 

3) позволяют осуществлять идентификацию в реальном 

масштабе времени; 

4) в отличие от методов идентификации с помощью специ-

альных сигналов, регрессионные методы основаны на измерении 

входных и выходных сигналов, которые можно осуществить в 

процессе нормального функционирования идентифицируемой 

системы. 

При проведении измерений сигналов для идентификации 

системы регрессионными  методами предполагается, что пара-

метры системы в течение времени идентификации остаются ста-

ционарными. Время идентификации, то есть интервал времени, в 

течение которого проводятся измерения входных и выходных 

сигналов, выбирается (должен быть) не менее величины mT, где 

m – количество идентифицируемых параметров системы, T – пе-

риод повторения измерений. 

В задачах, в которых требуется идентифицировать (m+1)  

коэффициентов в n совместных уравнениях вида  

),...2,1(,...22110 njuauauaax mmjjjjj   

при условии, что одни и те же управления ),...,2,1( niui   при-

сутствуют во всех уравнениях, все коэффициенты ija  могут быть 

идентифицированы за (m+1) интервал измерений. В этом случае 

идентификация всех коэффициентов может быть выполнена од-

новременно. 

Для идентификации требуется накопление данных о состоя-

ниях системы не менее чем на (m+1) интервале измерений. На i-м 

интервале регрессионная идентификация основывается на данных 

измерений на интервалах с номерами от (i–m–p) (р0) до i-го. 
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Если идентифицируемых параметров более одного, то при 

вычислении параметров регрессии потребуется относительно 

трудоемкая процедура обращения матриц. В этом случае зача-

стую удается использовать рекуррентные формулы реализации 

регрессионных методов, которые позволяют избежать обращения 

матриц. 

 

5.1 Статическая задача идентификации для            
системы с одним выходом 

 

Задача идентификации статической системы с одним выхо-

дом фактически уже рассмотрена нами ранее. Линейная статиче-

ская (и коэффициенты модели, и состояние явно от времени не 

зависят) система с одним выходом и несколькими входами (рис. 

5.1) описывается уравнением: 

.,...,2,1,... )()()(
22

)(
11

)( niuuux ii
mm

iii          (5.1а) 

 

X

U1

Um

Процесс

 
 

Рис. 5.1  Схема системы с одним выходом 

 

В матричной форме записи это уравнение имеет вид: 

}).,...,,{( )()2()1( nUx  


                   (5.1b) 
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Используя n измерений величин входного сигнала 
( ) ( 1,2,..., ; 1,2,..., )i
ju i n j m   и выходного сигнала ),...,2,1()( nix i  , 

можно определить m коэффициентов модели ( 1,2,..., )j j m . 

Для наилучшей линейной несмещенной оценки коэффициентов 

модели имеют место формулы: 
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xUUUXUU TTT 
11 )()(

~
  ,                     (5.2) 

mn
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


.                            (5.3) 

Формально для идентификации требуется, по крайней мере, 

(m+1) измерение, а для адекватной идентификации требуется, 

чтобы выполнялось условие n>>m. При этом система в течение 

периода измерений предполагается стационарной. 

 

5.2 Задача идентификации статической многомерной 
системы (несколько входов и несколько                          
выходов) 

 

Рассмотрим многомерную статическую систему, которая 

имеет m входов и n выходов (схема приведена на рис. 5.2). 

 
U1

Um

Процесс

X1

Xn

 
 

Рис. 5.2  Схема многомерной статической системы 

 

Такая система может быть описана системой уравнений вида: 

.......
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                       (5.4) 

В матричной форме эти уравнения имеют вид: 
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(5.5) 

Заметим, что произвольная i-я строка системы уравнений 

(5.4) в точности соответствует уже рассмотренному случаю си-

стемы с несколькими входами и одним выходом с номером i. 

Каждую такую строку системы (5.4) можно записать в виде: 

}.,...,,{,...... 2111 imiiiiimimjijii uxuuux  


(5.6) 

Обозначим через r количество измерений, которые осу-

ществляются с целью идентификации параметров системы, при-

чем должно выполняться ограничение 1 mr . Для указания 

номера измерения (опыта) будем, как и ранее, использовать верх-

ний индекс, заключенный в скобки. Теперь введем векторы ре-

зультатов измерений выходного сигнала  
(1) (2) ( ){ , ,..., }, ( 1,2,..., )r

i i i ix x x x i n                  (5.7) 

(верхний индекс – номер измерения, нижний индекс – номер вы-

ходного сигнала) и матрицу плана измерений 
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                        (5.8) 

В соответствии с принятой моделью системы (5.4), (5.5) и 

принятыми обозначениями, векторы результатов измерений 

должны удовлетворять матричному уравнению или, что то же 

самое, системе уравнений, вида: 

( ) ( )

,

( 1,2,..., ).

i i

i i

x U

x u r



  



 
                       (5.9) 

Наилучшие оценки коэффициентов модели, соответствую-

щие методу максимального правдоподобия, могут быть получены 

по формуле: 

).,...,2,1(},,...,,{)(
~

21
1 nixUUU imiii

TT
i   


     (5.10) 

Заметим, что для всех значений i=1,2,…,r используется одна 

и та же матрица плана (матрица измерений) U. Это означает, что 
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по одной совокупности из r>m+1 измерений могут быть иденти-

фицированы все (nm) значения матрицы коэффициентов модели 

. 

Кроме того, следует заметить, что запись решения системы 

(5.9) в виде формулы (5.10), предполагающей обращение инфор-

мационной матрицы 11 )(   UUM T , вовсе не означает, что поиск 

обратной матрицы – единственный способ решения системы 

(5.9). Эта запись чрезвычайно удобна в теоретических исследова-

ниях, но существуют разные методы решения больших систем 

алгебраических уравнений. В частности, для решения уравнений 

(5.9) может оказаться эффективным и алгоритм исключения не-

известных по методу Гаусса, который неплохо работает для си-

стем с несколькими правыми частями. Система (9) представляет 

собой именно такую систему: матрица коэффициентов при неиз-

вестных остается неизменной, а правые части изменяются. 

 

5.3 Регрессионная идентификация многомерных 
линейных динамических систем 

 

Как известно, многомерная линейная динамическая система 

описывается матричным уравнением вида: 

1 2 1 2, { , ,..., }, { , ,..., }n mx x u x x x x u u u u            (5.11) 

( },...,,{ 21 nxxxx 


 – n-мерный вектор состояний,  },...,,{ 21 muuuu   – 

m-мерный вектор управления). Простейшая дискретная модель, 

соответствующая этому уравнению, имеет вид: 

,.......,1,0,)()()1(  kuBxAx kkk 
               (5.12) 

где производная по времени заменена приближенным равенством 
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,0, 0  ttktk  (k – номер шага по времени). Здесь мы снова 

ввели верхний индекс в скобках, чтобы выделить таким образом 

индекс, использованный для обозначения момента измерений 

векторов входного сигнала (контролируемых переменных) и из-

меряемого вектора состояний (выходного сигнала). В уравнении 

(5.12) матрицы А и В имеют вид: 
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Теперь определим новый вектор размерности (n+m), компо-

нентами которого будут измеренные в моменты времени 

tktk   компоненты векторов состояния и управления: 
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Наряду с этим вектором, введем матрицу Ф, компонентами 

которой являются неизвестные пока (требующие идентификации) 

элементы матриц А и В: 
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Используя эти новые обозначения, уравнения (5.12) можно 

записать в виде: 

.  ,.......1,0,)()1(  kwФx kk 
                        (5.16) 

Рассмотрим строку с произвольным номером i уравнений 

(5.16), то есть уравнение для компоненты вектора )1( kx


 с номе-

ром i. Эта строка имеет вид: 
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С учетом уже использованных обозначений, это уравнение 

имеет вид: 
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Напомним, что в уравнении (5.18) неизвестными величина-

ми являются (n+m) элементов фij  i – й строки матрицы Ф, а (если 

использовать терминологию теории планирования эксперимента) 

величины )1( k
ix  представляют собой компоненты измеряемого 

вектора выходного сигнала, величины )(k
jw  – измеряемые, а зна-

чит, и известные, значения базисных функций. 

Проделанный переход от уравнений вида (5.12) к уравнени-

ям (5.17), (5.18) линейной многомерной динамической системы 

позволяет применить для её идентификации метод максимально-

го правдоподобия. С этой целью предпримем следующие дей-

ствия. Выполним серию из 1 mnr  измерений величины i-й 

компоненты ),...,1,0(,,...,...,, )()()1()0( rxxxx r
iiii   вектора выход-

ного сигнала и такую же серию измерений значений всех компо-

нент вектора  
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Тогда, как следствие уравнения (18) для i-й компоненты 

вектора выходного сигнала, может быть записана следующая си-

стема уравнений: 
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Система (5.19) записана в предположении, что вся серия из-

мерений выполняется до момента времени (k+1) включительно. 

Ясно, что должны быть выполнены условия 1,  mnrrk . 

Теперь введем в рассмотрение r-мерный вектор )1( k
i

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компонентами которого являются величины ix , измеренные в r 

моментов времени, предшествовавших моменту (k+1), и r  

(n+m) матрицу )(kW  результатов измерений вида: 





























),(),(
2

),(
1

)2,()2,(
2

)2,(
1

)1,()1,(
2

)1,(
1

)(

...

............

...

...

rk
mn

rkrk

k
mn

kk

k
mn

kk

k

www

www

www

W . 

Тогда уравнения (5.19) можно записать в матричной форме: 

.)()1(
i

kk
i ФW


                                 (5.20) 

Отсюда для i-й строки матрицы коэффициентов модели Ф 

имеем оценку по методу максимального правдоподобия вида: 

  .)1()(1)()( 
 k

i
TkkTk

i WWWФ 


                      (5.21) 

Нетрудно заметить, что для идентификации многомерной 

системы требуется запоминать совокупности из 2r измерений 

вектора x


 и r измерений вектора управления u


. 

 

Контрольные вопросы 
 

1. Для идентификации каких систем пригоден метод макси-

мального правдоподобия? 

2. Опишите процесс (метод) регрессионной идентификации 

статической системы с одним выходом и несколькими входами. 

3. Опишите процесс (метод) регрессионной идентификации 

статической системы с несколькими выходами и несколькими 

входами. 

4. Опишите процесс (метод) регрессионной идентификации 

многомерной линейной динамической системы. 

 

5.4 Регрессионная идентификация нелинейных                 
моделей с использованием линеаризации 

 

Нередко задача идентификации сводится к определению па-

раметров (коэффициентов) априорно заданной нелинейной ана-

литической модели процесса, предложенной на основании теоре-

тических соображений. До сих пор мы рассматривали методы 
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идентификации моделей, линейных относительно неизвестных 

параметров (коэффициентов), но с произвольными базисными 

функциями. В этой связи целесообразно уточнить, что под нели-

нейной моделью следует понимать математическую модель, в 

которой выходной сигнал нелинейным образом зависит от па-

раметров. В таких случаях для идентификации параметров мо-

жет оказаться полезной линеаризация модели, например, путем 

разложения описывающей процесс функции в ряд Тэйлора. Рас-

смотрим некоторые примеры, иллюстрирующие применение это-

го подхода. 

Пример 5.1 [2]. Пусть на основе теоретических соображе-

ний предложена следующая нелинейная модель некоторого про-

цесса: 
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Прежде всего, введем новые переменные, чтобы несколько 

упростить запись: 
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Тогда уравнение модели преобразуется к следующему виду: 

2
55

44
3322110

1
)exp(






a

a
aaaay


 .               (5.24) 

Предположим, что приращения переменных 1 2, ,    

3 4 5, ,      в окрестности некоторого исходного состояния 

54321 ,,,,   малы. Напомним, что экспериментатор сам 

распоряжается выбором значений контролируемых переменных, 

при которых проводятся измерения выходного сигнала, и может 

добиться малости их приращений. Правда, это сужает диапазон 

применимости результатов идентификации. 

Теперь можно линеаризовать уравнение модели (5.24), раз-

лагая его в ряд Тэйлора: 
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 (5.25) 
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Множители перед приращениями контролируемых пере-

менных будем рассматривать как неизвестные коэффициенты 

модели и введем следующие обозначения:  
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 (5.26) 

Тогда линеаризованное уравнение модели примет следую-

щий вид: 

5544332211   bbbbby .         (5.27) 

Коэффициенты 54321 ,,,, bbbbb  этой линейной модели 

могут быть идентифицированы методами линейной регрессии. 

Далее, по известным выражениям (5.26), можно восстановить 

значения коэффициентов 54321 ,,,, aaaaa  исходной модели. 

Эти коэффициенты последовательно восстанавливаются с ис-

пользованием следующих соотношений: 
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    (5.28) 

в которых значения контролируемых переменных 1 2, ,    

3 4 5, ,    известны. 

Постоянная а0 также может быть теперь восстановлена, так 

как по результатам измерений известны не только приращения 

у, но и значения выходного сигнала у. 

Пример 5.2 [2]. Некоторые модели, которые определяются 

экспоненциальными выражениями, легко идентифицируются мето-

дами линейной регрессии. Рассмотрим аналитическую модель вида: 
bxaey  ,                                            (5.29) 

где а, b – неизвестные параметры. В результате логарифмирова-

ния получим: 

bxay  lnln .                                       (5.30) 

Вводя новые обозначения, получаем линейную модель, ко-

торая легко идентифицируется методом линейной регрессии: 

aAyYbxAY ln,ln,  .                       (5.40) 
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Пример 5.3 [8]. Применение линеаризации для идентифи-

кации модели процесса тонкого точения [8] по результатам 

многофакторного эксперимента. 

Рассмотрим постановку задачи о построении математиче-

ской модели процесса тонкого точения торсионных валов, кото-

рая нужна для оптимизации технологии обработки [8]. Основной 

характеристикой изделия в этом случае является шероховатость 

поверхности (профиля) вала после обработки. Функцией качества 

является среднеарифметическое отклонение профиля (шерохова-

тость поверхности) Ra вала после обработки. Основными факто-

рами, от которых зависит среднеарифметическое отклонение Ra, 

является подача S, скорость резания V и глубина резания t.  

На этом основании было принято предположение, что для оп-

тимизации качества обработки требуется установить оптимальные 

значения факторов S, V и t, которые обеспечивают минимальное 

значение среднеарифметического отклонения профиля  

),,( tVSfRa  .                                   (5.41) 

На этапе предварительного изучения особенностей произ-

водства валов было установлено, что пределы изменения факто-

ров таковы: 

.мм5,005,0t

м/мин, 16164,5V

мм/об,198,064,0





S

                          (5.42) 

На этапе выдвижения гипотез при построении модели при-

нято предположение, что связь шероховатости поверхности и 

факторов, определяющих режим резания, можно описать зависи-

мостью вида: 

,321
0

bbb
tSVCRa                                    (5.43) 

где 3210 ,,, bbbC  – неизвестные параметры (коэффициенты) мо-

дели. 

Зависимость (5.43) нелинейна, но она легко сводится к ли-

нейному виду, если её прологарифмировать: 

).ln()ln()ln()ln()ln( 3210 tbSbVbCRa         (5.44) 

Далее были использованы следующие обозначения: 

.~,~,~),ln(),ln(~
32100 txSxVxCbRay    
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В результате гипотеза (5.43), то есть предлагаемая для про-

верки математическая модель зависимости среднеарифметиче-

ского отклонения профиля от режима обработки, приобретает 

следующий вид: 

).~ln()~ln()~ln(~
3322110 xbxbxbby                     (5.45) 

Для записи плана эксперимента независимые размерные пе-

ременные ix~  преобразуются в кодированные безразмерные пере-

менные ix  по следующей формуле: 

1
)~ln~(ln

)~ln~(ln2

minmax

max 





ii

ii
i

xx

xx
x .                           (5.46) 

Для оценки коэффициентов модели был применен полно-

факторный эксперимент вида 2
3
. По результатам эксперимента 

была построена адекватная модель процесса тонкого точения [2]. 

 

Контрольные вопросы 
 

1. Как осуществляется линеаризация при идентификации 

нелинейных систем? 

2. Приведите пример линеаризации нелинейной системы. 
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6 ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫМИ                      
РЕГРЕССИОННЫМИ МЕТОДАМИ [2] 

 

Последовательные регрессионные методы применимы к ли-

нейным и нелинейным стационарным системам. По сравнению с 

рассмотренными ранее методами регрессионной идентификации, 

эти методы требуют меньших затрат компьютерной памяти и 

времени счета. Тот факт, что эти методы являются последова-

тельными, снимают часть вычислительных проблем по обраще-

нию информационной матрицы. Это дает возможность приме-

нения таких методов для идентификации многомерных систем. 

Методы последовательной регрессии применимы только к 

процессам, которые можно считать стационарными на m (не ме-

нее!) временных интервалов, в течение которых осуществляется 

идентификация m неизвестных параметров системы. 

 

6.1 Последовательная идентификация системы                         
с одним выходом и одним входом (скалярный 
случай) 

 

Скалярная линейная статическая (коэффициенты модели и 

состояние явно от времени не зависят) система описывается 

уравнением: 

nkux kkk ,...,1,0,)()()(   .                        (6.1) 

Здесь )(kx  – измеряемый выходной сигнал, )(k  – шум (слу-

чайная ошибка) измерений, nk ,...,1,0  – номер временного ин-

тервала измерений (номер «опыта»). Задача идентификации не-

известного параметра  системы может быть решена уже извест-

ным нам методом наименьших квадратов (максимального прав-

доподобия).  

Запишем расчетные формулы, используя идеологию метода 

наименьших квадратов. В этом методе минимизируется величина 

среднеквадратического отклонения 

.)
~

(
1

2)()()(




r

k

krkk
r uxqJ                           (6.2) 
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Здесь верхний индекс, взятый в скобки, – номер измерения, 
r

~
 – оценка коэффициента модели , полученная в результате 

серии из r измерений, )(kq  – весовой коэффициент, который мо-

жет быть принят равным единице, а может быть использован для 

того, чтобы повысить удельный вес отдельных измерений в 

оценке значения коэффициента .  

Из условия минимума величины rJ  следует, что 

0)
~

(2~
1

)()()()(  


r

k

krkkk

r
r uxuq

d

dJ



.                   (6.3) 

Отсюда имеем оценку коэффициента 








r

k

kk

r

k

kkk

r

uq

xuq

1

2)()(

1

)()()(

~
 .                              (6.4) 

Оценка r
~

 коэффициента  может быть получена и после-

довательным способом. При этом результат такой последова-

тельной оценки величины  после r измерений будет совпадать с 

оценкой по формуле (6.4). Рассмотрим соответствующий про-

цесс. Первое измерение дает в соответствии с формулой (6.4) 

оценку 

2)1()1(

)1()1()1(
1~

uq

xuq
 .                                   (6.5) 

После второго измерения уточненная оценка коэффициента 

, в соответствии с формулой (6.4), будет такова: 

2)2()2(2)1()1(

)2()2()2()1()1()1(
2~

uquq

xuqxuq




 .                        (6.6) 

Но теперь формулу (6.6) можно привести к следующему ви-

ду: 

.
)

~
()

~
(~

~~~

2)2()2(2)1()1(

)2(1)2()2()2()1(1)1()1()1(
1

2)2()2(2)1()1(

)2()2()2()1()1()1(

2)2()2(2)1()1(

2)2()2(2)1()1(
112

uquq

uxuquxuq

uquq

xuqxuq

uquq

uquq






















 (6.7) 
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Теперь подставим в формулу (6.7) выражение (6.5) для 1~
 : 




















2)2()2(2)1()1(

)2(

2)1()1(

)1()1()1(
)2()2()2()1(

2)1()1(

)1()1()1(
)1()1()1(

12
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~~

uquq

u
uq

xuq
xuqu

uq

xuq
xuq

  







2)2()2(2)1()1(

)2(

2)1()1(

)1()1()1(
)2()2()2(

12

)(0
~~

uquq

u
uq

xuq
xuq

  

.
)

~
(~~

2)2()2(2)1()1(

)2(1)2()2()2(
12

uquq

uxuq







                                           (6.8) 

Продолжая этот процесс, получим, что в результате некото-

рого измерения с номером r, оценка коэффициента  может быть 

получена по формуле: 

)
~

(
~~ )(1)()()(1 rrrrrrrr uxuqp    ,                     (6.9) 

где 

.1,
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,
11
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1
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~

2)()(

1
1

2)1()1(

2)2()2(

1

2)2()2(2)1()1(
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2)1()1(

1
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










 ruq
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uq
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uq
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uquq
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uq
p

rr

r

r

k
r
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                         (6.10) 

Формулы (6.9), (6.10), с одной стороны, дают такое же зна-

чение оценки коэффициента модели  по результатам r измере-

ний, что и оценка (6.4) по методу наименьших квадратов (если не 

считать некоторой разницы в результате округления при компью-

терных расчетах). 

С другой стороны, схема (6.9), (6.10) может быть признана 

предпочтительной, так как здесь расчеты ведутся по рекуррент-

ным формулам и не требуется хранить результаты всех предше-

ствующих измерений, а только результаты обработки одного 

предыдущего измерения. 
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Контрольные вопросы 
 

1. Опишите алгоритм идентификации нелинейных одно-

мерных систем методом линеаризации. 

2. Опишите процесс идентификации методом последова-

тельной регрессии системы с одним входом и одним выходом. 

 

6.2 Последовательная идентификация статической 
многомерной системы с одним выходом                                             
и несколькими входами [2] 

 

Рассмотрим многомерную статическую систему, которая 

имеет m входов и один выход. Такая система описывается урав-

нением вида: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2 ... .k k k k k
m mx u u u                      (6.11) 

Здесь },...,,{ 21 m 


 – параметры, требующие идентифи-

кации, )(kx  – скалярный выходной сигнал, полученный в резуль-

тате k-го измерения, )()(
2

)(
1 ,...,, k

m
kk uuu  – соответствующие измере-

ния, а )(k  – шум измерений. 

В векторной форме уравнение (6.11) имеет вид: 

 
.},...,,{),,...,,{

,,

)()(
2

)(
1

)(
21

)()()(

k
m

kkk
m

kkk

uuuu

ux











            (6.12) 

Вновь воспользуемся методом наименьших квадратов. Ми-

нимизируем величину среднеквадратического отклонения 

   .,
~

1

2
)()()(





r

k

krkk
r uxqJ


                       (6.13) 

Здесь вновь верхний индекс, взятый в скобки, – номер изме-

рения, r
~

 – оценка вектора коэффициентов модели 


, получен-

ная в результате серии из r измерений, )(kq  – весовой коэффици-

ент. 

Из условия минимума величины rJ  следует, что оценка r
~

 

должна удовлетворять уравнениям: 
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uxuq
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
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   (6.14) 

Отсюда следует, что  





r

k

kkkrr uxqP
1

)()()(
~ 
 .                           (6.15) 

Однако уравнение (6.14) может быть записано и в следую-

щем виде: 

  )()()(
1

1

)()()(1 ~
rrr

r

k

kkkrr xuqxuqP


 





 .              (6.16) 

Для первого слагаемого в правой части этого уравнения 

имеет место равенство: 

  111
1

1

)()()(
~






  rr
r

k

kkk Pxuq 


.                      (6.17) 

Тогда из уравнения (6.16) следует: 

    )()()(1111 ~~
rrrrrrr xuqPP


 

 .                (6.18) 

Теперь это уравнение представим в виде: 

      
      .~
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
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



 (6.19) 

В свою очередь, из этого уравнения следует: 

    1)()()()(1
~

,
~~

  rrrrrrrr uxuqP 


.          (6.20) 

Формула (6.20) представляет собой рекуррентную формулу 

вычисления коэффициентов модели r
~

. 

Для расчета коэффициентов модели по формуле (6.20) необ-

ходимо получить и рекуррентные формулы вычисления матриц 

 rP . Для получения этих формул можно использовать лемму об 

обращении матриц [2]. Воспользуемся определением (6.14) мат-

рицы rP  и представим эту формулу в виде: 
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Последнее слагаемое в этой формуле представим в виде: 
)()()()()()()( rrrrrrrrr uquqHHuuq


 .        (6.22) 

Тогда формулу (6.21) можно записать в виде: 

    .)()(111 rrrr HHPP





                       (6.23) 

Умножим обе части этого равенства слева на матрицу rP . В 

результате получим: 

  )()(11 rrrrr HHPPPE



 .                     (6.24) 

Теперь полученное таким образом равенство умножим на 
1rP  справа. В результате получим выражение: 

1)()(1   rrrrrr PHHPPP


.                    (6.25) 

Умножим теперь это выражение справа на )(rH


. В итоге по-

лучим: 
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Теперь это последнее выражение умножим на величину 
1)(1)(1)( )1(  rrrrr PHHPH


. 

В результате получим следующее выражение: 
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            (6.27) 

Подстановка в эту формулу выражения (6.25) для 
1)()(  rrrr PHHP


 дает: 

.)1( 11)(1)(1)()(1 rrrrrrrrr PPPHHPHHP  


      (6.28) 

Таким образом, для вычисления матриц rP  имеет место ре-

куррентная формула: 
1)(1)(1)()(11 )1(   rrrrrrrrr PHHPHHPPP


.     (6.29) 

При вычислении матриц rP  по этой формуле не требуется 

выполнять обращения матриц (
1)(1)( )1(  rrr HPH


  – скаляр).  
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Осталась не определенной матрица 0P . Эта начальная оцен-

ка может быть произвольной [2], но для улучшения сходимости 

лучше брать в качестве 0P  величину 

0,0)(,0,
1

)( 0100   



PEP .              (6.30) 

Итак, для вычисления коэффициентов модели r
~

 на оче-

редной итерации с номером r и матриц  rP  имеют место рекур-

рентные формулы: 
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Значение  выбирается обычно между 10 и максимально до-

пустимым для конкретной ЭВМ значением, но так, чтобы значе-

ние 1/ было больше машинного нуля. Вычисления показывают, 

что выбор , за исключением оценок в первом приближении, сла-

бо влияет на конечные оценки коэффициентов модели. 

Пример 6.1. Рассмотрим систему 

1 1 2 2x u u                                     (6.32) 

с неизвестными параметрами, },{ 21  


, для которой в резуль-

тате двух экспериментов при заданном управлении 

}2,1{},3,4{ )2()1(  uu


 получены соответствующие значения вы-

ходного сигнала 4,11 )2()1(  xx . Уравнение (6.32) дает следу-

ющую систему: 
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Решение 1 («непоследовательная» идентификация). Снача-

ла решим задачу методом максимального правдоподобия, пола-

гая .2,1,1)(  kq k  Для этого вычисляем информационную мат-

рицу: 
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Обратная матрица равна: 
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Вектор правых частей имеет вид: 
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Отсюда имеем следующую оценку коэффициентов 
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Решение 2 (последовательная идентификация). Теперь ре-

шим эту задачу методом последовательной идентификации, в со-

ответствии с которым расчетные формулы имеют вид: 
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Определим векторы: 

}2,1{},3,4{ 21)()(  HHuqH rrr


. 

Положим 510 . Чтобы найти первую оценку коэффици-

ентов («нулевая» равна 0, 00 


) находим матрицу  1P : 
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Теперь находим первую оценку коэффициентов: 
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Чтобы найти вторую оценку коэффициентов (первая есть 
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), находим матрицу  2P : 
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В результате имеем: 

  .
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56,052,0
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
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P  

Теперь находим вторую оценку коэффициентов: 

    2 1 2 (2) (2) (2) (2) 1 , ,P q u x u       

 

2

2

1,76 0,52 0,56 1 1
4 {1,76;1,32}

1,32 0,56 0,68 2 2

1,76 0,52 1,12 1,76 0,6 1,76 0,24
4 4,4 0,4

1,32 0,56 1,36 1,32 0,8 1,32 0,32

2
.

1

        
          
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               

           

 
  
 
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

 

Итак, вторая итерация дает практически точное значение 

коэффициентов модели, что и должно было получиться в данном 

случае, так как в этом модельном случае погрешности «измере-
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ний» были равны нулю, а при округлении промежуточных ре-

зультатов ошибки были незначительны. 

 

6.3 Последовательная регрессия в случае                              
нелинейных базисных функций (система                                            
с одним выходом и несколькими входами) 

 

Такая система, как уже говорилось, описывается уравнением 

вида: 

}.,...,{                              

,)(...)()(

)()(
1

)(

)()()(
22

)(
11

)(

k
p

kk

kk
mm

kkk

vvv

vfvfvfx










(6.34) 

Здесь },...,,{ 21 m 


 – параметры, требующие идентифи-

кации, )(kx  – скалярный выходной сигнал, полученный в резуль-

тате k-го измерения, )()(
2

)(
1 ,...,, k

p
kk vvv  – измеренные значения ком-

понент вектора управления, )(),...(),( )()(
2

)(
1

k
m

kk vfvfvf


 – соответ-

ствующие значения нелинейных базисных функций, а )(k  – шум 

измерений. В частности, при использовании уравнений полино-

миальной регрессии для системы с двумя входами базисные 

функции могут иметь вид: 

.)(),(,)(),(,),(

,)(),(,)(),(,),(

3
2216

2
22152214

3
1213

2
12121211

vvvfvvvfvvvf

vvvfvvvfvvvf




     (6.35) 

Задача идентификации такой системы очень просто сводит-

ся к задаче линейной регрессии. Достаточно ввести обозначения 

mm uvfuvfuvf  )(...,,)(,)( 2211


,                  (6.36) 

чтобы для идентификации такой системы практически без всяких 

изменений использовать алгоритм последовательной идентифи-

кации линейных систем. 

Определенные трудности идентификации таких систем свя-

заны с плохой обусловленностью информационных матриц си-

стем с нелинейными базисными функциями. Кроме того, в этом 

случае число базисных функций зачастую больше количества 

входов, следовательно, возрастает и размерность информацион-

ной матрицы по сравнению со случаем линейных базисных 

функций. 
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Контрольные вопросы 
 

1. Опишите процесс последовательной регрессионной иден-

тификации статической многомерной системы с одним выходом 

и несколькими входами. 

2. Каковы особенности последовательной идентификации в 

случае применения нелинейных базисных функций? 
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7 ИДЕНТИФИКАЦИЯ СИСТЕМ МЕТОДОМ                       
КВАЗИЛИНЕАРИЗАЦИИ [2] 

 

Метод квазилинеаризации [2] предложили Р. Беллман и            

Р. Калаба. Этот метод основан на сведении нелинейной краевой 

задачи к линейной нестационарной задаче. При этом предполага-

ется, что идентифицируемые параметры постоянны, по крайней 

мере, на интервале моделирования системы. Кроме того, тип не-

линейности, то есть вид нелинейных уравнений идентифицируе-

мой системы, также предполагается известным априорно. Если 

идентифицируемые параметры меняются относительно медленно 

по сравнению со скоростью сходимости алгоритма идентифика-

ции, то такая нестационарность параметров системы также может 

быть учтена. Как и для большинства методов линеаризации, не 

только скорость сходимости решения, но успех решения задачи 

вообще, существенно зависит от выбора начального приближе-

ния для идентифицируемых параметров. 

 

7.1 Идентификация непрерывных систем методом 
квазилинеаризации 

 

Нелинейная непрерывная система описывается системой 

нелинейных дифференциальных уравнений первого порядка сле-

дующего вида: 

( ) ( ( ), ( ), ).x t f x t u t                                 (7.1) 

Здесь t – время, )},,(),...,,,({),,( 1 


uxfuxfuxf n  – нели-

нейная векторная функция заданного вида с неизвестными пара-

метрами (то есть вид функции для каждой компоненты этого век-

тора известен), },...,,{ 21 r 


 – вектор параметров системы, 

которые требуется идентифицировать, },...,{ 1 nxxx 


 – измеряе-

мый вектор состояний системы, },...,{ 1 muuu 


 – также измеряе-

мый вектор управления. 

Из теории дифференциальных уравнений мы знаем, что для 

решения уравнений (7.1) необходимо задать соответствующие 

начальные условия. Однако задачи идентификации, в частности, 

отличаются тем, что начальные условия, вообще говоря, неиз-
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вестны, так как момент времени начала измерений с целью иден-

тификации не совпадает с моментом начала функционирования 

системы. Тем не менее, вопрос о восстановлении начальных 

условий решается далее в соответствии с общим алгоритмом ре-

шения задачи идентификации. Функции )(txx jj   должны быть 

подчинены n+r граничным условиям, заданным измеряемыми 

(известными) функциями )()( jiji txtx   в одни и те же или раз-

личные моменты времени. 

В скалярной форме уравнение (7.1) имеет вид: 

.,...,2,1),,,( niuxfx ii  


                          (7.2) 

Еще r дополнительных ограничений получают из условия 

стационарности идентифицируемых параметров, что дает следу-

ющие уравнения для ограничений: 

,0


                                          (7.3) 

или в скалярной форме 

.0

...,

,0

,0

2

1







r











                                       (7.4) 

Примером такого нелинейного уравнения может служить 

следующее: 

  ),()()(
2

3
1 tutxtx                            (7.5) 

где 
2

,),(),( 1 tutx  – скалярная переменная состояния, управление и 

компоненты вектора идентифицируемых параметров соответственно. 

Системы уравнений (7.1), (7.4) можно объединить и запи-

сать в виде: 

)),(),(()( tutztz
                                (7.6) 

где вектор )(tz


 равен  

},...,),(),...,({},...,),(),...,({)( 1111 rnrnnn txtxzztztztz  


, 

вектор 


 в правой части есть вектор  

}0,...,0),(),...,({)}(),...,(),(),...,({)( 111 tftfttttt nrnnn   


. 

Теперь предположим, что известна некоторая оценка векто-

ра z


 в некотором приближении с номером (). Тогда оценку 
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этого вектора в следующем приближении (+1) можно получить, 

используя разложение правой части уравнения (7.6) в ряд Тэйло-

ра в окрестности значений z


. Ограничиваясь только линейными 

членами ряда, из уравнения (7.6) можно получить следующее 

уравнение: 

)),()(())(),(())(),(()( 1111 tztz
z

tutztutztz 


 






 




 

(7.7) 

где 





zzzz 
















 есть матрица, элементами которой являются 

частные производные вида 




zzj

i

j

i

zz 










. В результате про-

изошло одно существенное изменение задачи: уравнение (7.7) 

линейно относительно уточненной оценки 1z


 вектора z


. Сле-

довательно, его теперь можно записать в матричной форме: 

,)()( 11  VtzAtz
                                  (7.8) 

где приняты следующие обозначения: матрица A  есть матрица 

вида 




 

zzj

i

j

i
ij

zz zz
A

z
A






 












 , , а вектор V


 опреде-

лен следующим образом: 

. 


 zAz
z

V











  

Еще раз напомним, что уравнения (7.8), в отличие от исход-

ных уравнений (7.1), представляют собой линейную систему 

обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. 

Решение системы (7.8), как известно, имеет вид: 

),()(),()( 1
0

1
0

11 tqtzttФtz    
                    (7.9) 

где ),( 0
1 ttФ   – переходная матрица, которая определяет общее 

решение однородного уравнения (7.8), а )(1 tq   – частное реше-

ние этого уравнения.  

Переходная матрица удовлетворяет уравнению 

.),(),,(),( 00
1

0
1

0
1 EttФttФAttФ               (7.10) 
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Частное решение )(1 tq   удовлетворяет уравнению: 

.0)(),()(),()( 0
111   tqtqAtzAtztq  

  (7.11) 

Вектор начальных условий )( 0
1 tz   в уравнении (7.9) зада-

ется так, чтобы удовлетворять уравнениям: 

).()(),()( 1
0

1
0

1
ijijij tqtzttФtx    

               (7.12) 

Здесь вектор ),( 0
1 ttФ ij



 – это j-я строка матрицы Ф, вели-

чины )( ij tx  – это наблюдаемые, доступные измерению и по ре-

зультатам измерений известные значения n компонент вектора 

)(tx


. Так как из уравнений (7.12) необходимо определить (n+r) 

компонент вектора начальных условий )( 0
1 tz  , то требуется не 

менее (n+r) измерений величин )( ij tx  в моменты времени it , что-

бы иметь достаточное число уравнений в системе (7.12). В ре-

зультате из системы уравнений (7.12) могут быть определены 

(n+r) компонент вектора  


 1
10010

1 },...,),(),...,({)( 
rnnn zztztztz


 

1
1001 },...,),(),...,({   rn txtx , среди которых будут определены и 

идентифицируемые параметры 1
1 },...,{  r . Целесообразно под-

черкнуть, что оценка этих параметров зависит от номера при-

ближения (+1) (здесь имеет смысл говорить о номере итерации) 

в оценке величин  1
10010

1 },...,),(),...,({)( 


  
rnnn zztztztz


. 

Итак, имея не менее чем (n+r) измерений величин )( ij tx , можно 

найти все 1
10010

1 },...,),(),...,({)( 


  
rnnn zztztztz


. Начальные 

значения )( 0
1 tz   зачастую включают в себя еще и случайные 

воздействия (шум). Тогда для сглаживания этих случайных воз-

действий можно применить метод максимального правдоподо-

бия. В этом случае количество измерений  с необходимостью 

должно быть значительно больше числа идентифицируемых па-

раметров: (n+r). При этом целесообразнее использовать по-

следовательный алгоритм регрессионного анализа, чтобы избе-

жать процедуры обращения матриц.   

Вновь вернемся к уравнениям (7.7), (7.8), записанным в виде: 

).())(),(()()( 11 tz
z

tutztz
z

tz 





 


 


















 

      (7.13) 
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В сущности, это уравнение представляет собой запись ите-

рационного процесса, в результате  которого при =1,2,… после-

довательно уточняется решение нелинейного уравнения (7.1). 

Для осуществления (старта) такого уточнения необходимо задать 

начальное («нулевое») приближение 

},,...,),(),...,({

},...,),(),...,({)(

0
1

0
10

0
10

0
1

0
1

0
10

0
10

0
10

0













txtx

zztztztz


            (7.14) 

которое включает начальную оценку значений измеряемого сиг-

нала )}(),...,({ 0
0

10
0

1 txtx   , а также начальную оценку идентифи-

цируемых параметров },...,{ 0
1

0
1

   . Мы видим, что в процессе 

итерационных уточнений могут быть восстановлены параметры 

системы и начальные условия, при которых система начала 

функционировать. 

Вычислительные затраты на реализацию алгоритма доста-

точно велики, так как может потребоваться не только большое 

количество измерений, но и необходимое число итераций может 

оказаться достаточно большим. 

Пример 7.1. Рассмотрим несколько подробнее пример нели-

нейной системы, которая описывается уравнением 

  ),()()(
2

3
1 tutxtx                           (7.15) 

где )(tu  – измеряемый входной сигнал, },{
21  


 – вектор 

идентифицируемых параметров.  

Сформируем вектор 

},,{ 21 xz 


.                                (7.16) 

Оценка вектора )(1 tz   (+1 – номер итерации) методом 

квазилинеаризации будет результатом решения уравнения 
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       (7.17) 

Это уравнение теперь запишем в виде: 



 135 

.

000

000

3

0

0

000

000

3

))()()(

2

1

32
12

3
1

1
2

1
1

132
1

11

















































 







































































 xuxxuxxuxx

tVtzAtz


(7.18) 

Решение этого уравнения, как известно, имеет вид: 

)).()(),()( 1
0

1
0

1 tqtzttФtz    
                 (7.19) 

Переходная матрица (матрица Коши) ),( 0
1 ttФ   должна в 

произвольный момент времени it  удовлетворять уравнению: 

EttttФ

uxx

ttФ ii 




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 .(7.20) 

Вектор начальных значений )( 0
1 tz   теперь находят, задав 

априорно моменты времени 4321 ,,, tttt  (более трех, по числу иден-

тифицируемых параметров – компонент вектора },,{ 21 xz 


) и 

измерив в эти моменты времени выходной сигнал )( itx . Соответ-

ствующая система уравнений для определения начальных значе-

ний )( 0
1 tz   имеет вид: 
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(7.21) 

Используя уравнения (7.21), теперь можно идентифициро-

вать методом последовательной регрессии параметры 
1

2
1

10
1 ,),(   tx , выбрав предварительно начальные приближе-

ния для идентифицируемых величин 210 ,),( tx .  
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7.2 Идентификация дискретных систем методом 
квазилинеаризации 

 

Алгоритм идентификации дискретных систем методом ква-

зилинеаризации является следствием метода идентификации не-

прерывных нелинейных систем. 

Рассмотрим нелинейную дискретную систему вида: 

.),,),(),(()1( tkTkkukxfkx  


              (7.22) 

Здесь k=1,2,…, – номер момента (промежутка) времени, 

)},,,(),...,,,,({),,,( 1 kuxfkuxfkuxf n 


  – заданная векторная 

функция (нелинейная) с неизвестными параметрами, 

},...,,{ 21 r 


 – вектор параметров системы, которые требует-

ся идентифицировать, },...,{ 1 nxxx 


 – измеряемый вектор состоя-

ний системы, },...,{ 1 muuu 


 – также измеряемый вектор управле-

ния. Функции },...,{ 1 nxxx 


 удовлетворяют (n+r) граничным 

условиям, то есть заданы (n+r)  значений скалярных функций 

)(ix j  (i – номер промежутка времени, j – номер компоненты век-

тора).  

Введем вектор z


 с компонентами z   

1 1 1 1{ ,..., , ,..., } { ,..., , ,..., }n n n r n rz z z z x x     . Мы будем рассматри-

вать стационарные системы, поэтому примем, что 

)}(),...,({)}1(),...,1({ 11 kkkk rr   . С учетом новых обозна-

чений, уравнение (7.22) преобразуется к виду: 

.
)(

),),(),((
),),(),((

),),(),(()1(
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                 (7.23) 

Предположим, что известно некоторое приближение )(kz 


 

с номером  к решению уравнения (7.23). Правую часть уравне-

ния (7.23) разложим в ряд Тэйлора в окрестности этого состоя-

ния. Тогда из уравнения (7.23) получим следующее: 

))()(()),(),(()1( 11 kzkz
z

kkukzkz 
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











  .(7.24) 

Это уравнение запишем в виде: 
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     (7.25) 

Уравнение (7.25) – линейное относительно 1 1( 1),  ( )z k z k    

уравнение с переменными коэффициентами. Алгоритм решения 

этого уравнения полностью аналогичен решению для непрерыв-

ной нелинейной системы. На этом основании можно записать: 

))()(),()( 1111 kqhzhkФkz    
.              (7.26) 

Так же как в случае идентификации непрерывной системы, 

необходимо иметь начальные приближения для вектора парамет-

ров },...,{ 1 r  и начальных значений },...,{ 1 nxx . Правильный вы-

бор этих значений очень важен, так как от них зависит сходи-

мость алгоритма, которая не гарантирована в случае, если 

начальные значения далеки от истинных значений. 

 

Контрольные вопросы 
 

1. Для идентификации каких систем применяется метод ква-

зилинеаризации? 

2. Какие параметры системы идентифицируются методом 

квазилинеаризации? 

3. Объясните суть метода квазилинеаризации. 
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8 ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТЬ ПОКАЗАТЕЛЯ КАЧЕСТВА 
УПРАВЛЕНИЯ К ОШИБКАМ ИДЕНТИФИКАЦИИ 
ПАРАМЕТРОВ 

 

При решении задач идентификации, оценка 
~

 параметров 

системы в большинстве случаев отличается от их истинных зна-

чений 


 в силу воздействия случайных факторов, ошибок изме-

рений, нестационарности параметров и других причин. По этим 

причинам необходимы оценки влияния разности (вариации) 


 

идентифицированного вектора параметров 
~

 и истинного значе-

ния этого вектора 


 на характеристики системы. Для получения 

такой оценки прежде всего должен быть введен некоторый коли-

чественный показатель качества ,...)(


J  (скаляр) управления 

системой. Мы будем рассматривать прежде всего зависимость 

показателя качества от точности идентификации параметров, по-

этому другие аргументы функционала ,...)(


J  указывать не бу-

дем. Исследование разности (вариации) показателя качества 

)(


J  приобретает особое значение в тех случаях, когда требует-

ся добиться некоторого оптимального значения ,...)(* 


J  этого 

функционала. Для достижения этого оптимального значения, как 

правило, используют управление с обратной связью ,...)(* 


F , 

которое также будет чувствительно к ошибкам идентификации 

параметров. Здесь и далее символом ,...)(


F  будем обозначать 

матрицу коэффициентов усиления обратной связи, которая прямо 

или косвенно будет зависеть от точности идентификации пара-

метров 


.  

С учетом этих обстоятельств возникают два следующих во-

проса. 

1. Насколько фактический показатель качества )
~

(


J  при 

использовании «ошибочной» стратегии управления, основанной 

на обратной связи )
~

(* 


F , будет отличаться от заданного «ис-

тинного» показателя качества )(* 


J , рассчитанного по «истин-

ным» параметрам системы 


? 
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2. Насколько можно улучшить показатель качества в срав-

нении с фактической величиной )
~

(


J , полученной при использо-

вании «ошибочной» стратегии управления )
~

(* 


F , если известен 

истинный вектор параметров 


 и соответствующая истинная 

стратегия управления )(* 


F , которая обеспечивает достижение 

истинного оптимума )(* 


J  (рис. 8.1)? 

Для оценки чувствительности показателя качества к ошиб-

кам 


 определения вектора параметров 


 вычисляют матрицу 

чувствительности   расчетных и матрицу чувствительности *  

оптимальных характеристик соответственно: 

constFF
J

J





 )

~
(*,

)
~

(*











.                  (8.1) 

constFF
J

J
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


 )(*,

*
*

)(*











.               (8.2) 

Разность показателей качества  ~)
~

(*)(


JJ   пропорци-

ональна матрице чувствительности   расчетных (идентифициро-

ванных) характеристик, а разность показателей качества, соот-

ветствующих истинным значениям оцениваемых параметров, 

*~)(*)( 


JJ   пропорциональна и матрице чувствительно-

сти *  оптимальных характеристик. 

На рис. 8.1 показан пример, иллюстрирующий взаимосвязь 

этих величин для скалярной системы uxx   с обратной свя-

зью Fxu  . При одинаковой стратегии управления F  результат 

управления, соответствующий истинным значениям  , будет от-

личаться от управления, соответствующего идентифицирован-

ным параметрам 
~

. Разность –  ~)
~

(*)( JJ  , а величина – 

*~)(*)(  JJ  . 

Для оценки функций чувствительности на практике исполь-

зуют только данные идентификации 
~

  (фактические парамет-

ры), тогда как истинный вектор параметров 


 остается неизвест-

ным. 
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Рис. 8.1  Зависимость показателя качества от управления и ошибок  

идентификации параметров в скалярном случае 

 

8.1 Вычисление матриц чувствительности                               
по расчетным данным 

 

Вычислим матрицу чувствительности 
)

~
(* 





J

J




 , с кото-

рой связана разность )
~

(*)( 


JJ  . Для этого рассмотрим систе-

му, которая задана матричными уравнениями вида: 

.)(),()()( 00 xtxtuBtxAtx
                     (8.3) 

Пусть показатель качества управления задан соотношением: 

.)(
0




 dtuRuxQxJ TT 
                           (8.4) 

В формулах (8.3), (8.4) RQ,  – положительно определенные 

симметричные весовые матрицы, а матрицы А и В есть матрицы 

идентифицируемых параметров. 

Примем также предположение об управлении с линейной 

обратной связью: 

)()( txFtu


 ,                                   (8.5) 

где F – матрица коэффициентов усиления отрицательной обрат-

ной связи. 

Учитывая последнюю формулу, уравнения системы можно 

записать в виде: 
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)()()( txBFAtx
  .                                (8.6) 

Решение этой системы в форме матричной экспоненты, как 

известно, имеет вид: 

0})exp{()( xtBFAtx


 .                            (8.7) 

Подставим полученные выражения для управления и векто-

ра состояний в формулу для расчета показателя качества. В ре-

зультате получим: 

..)exp()exp( 0

0

0 xdttMtxJ TT 













 



                    (8.8) 

Здесь матрица  есть  

BFA ,                                  (8.9) 

а матрица М равна 

RFFQM T .                            (8.10) 

Уравнение (8.8) теперь можно записать в виде: 

],[ 0SXtrJ                                  (8.11) 

где  

,)exp()exp(
0




 dttMtS T                     (8.12) 

а матрица Х равна  

.00
T

xxX


                                (8.13) 

Дифференцируя уравнение (8.11) по переменным, которые 

соответствуют идентифицируемым параметрам, получим: 

.
][

0 









A

Str
X

A

J
                         (8.14) 

Дифференцирование следа матрицы осуществляется в соот-

ветствии с формулой: 

.

...

.........

...

1

111










































nmn

m

A

J

A

J

A

J

A

J

A

J
 

Величина 




A

J
 в формуле (8.14) и есть расчетная чув-

ствительность. 
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Теперь получим формулы, которые позволяют получить 

матрицу чувствительности как результат решения алгебраиче-

ских уравнений. Для этого воспользуемся основным свойством 

матричных уравнений, в соответствии с которым решение мат-

ричного уравнения вида: 

0 T                                 (8.15) 

относительно неизвестной матрицы   дается формулой: 

0

exp( ) exp( ) ,T t t dt


                             (8.16) 

при условии, что действительные части всех собственных значе-

ний матрицы   отрицательны. 

На этом основании справедливо утверждение, что матрица 

S , определенная формулой (8.12), является решением матрично-

го уравнения: 

0 MSST                                   (8.17) 

или, что то же самое, уравнения: 

.0)()(  MBFASSBFA T                       (8.18) 

Теперь напомним, что нас интересует изменение показателя 

качества системы при малых изменениях идентифицируемых па-

раметров. Так как идентифицируемые параметры определяются в 

нашем случае матрицей А, то рассмотрим к каким изменениям 

S  матрицы S  приведут малые приращения A  (аналог вариа-

ции) матрицы A . При этом матрицу обратной связи F  считаем 

постоянной. При малых изменениях уравнение вида (8.18) оста-

ется справедливым и для матриц SSAA  , , так что имеет 

место уравнение: 

.0))(()()(  MBFAASSSSBFAA T  (8.19) 

Вычтем из этого уравнений предыдущее, получим: 

  .0)()(  ASSAASSABFASSBFA TT  

Пренебрегая членами более высокого порядка малости по 

сравнению с линейными частями приращений AS  , , получаем 

уравнение: 

.0)()(  ASSABFASSBFA TT       (8.20) 

Это уравнение совпадает с уравнением (8.15), если принять 

обозначения  
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BFA ,                                    (8.21) 

S ,                                         (8.22) 

ASSAT  .                               (8.23) 

Решение этого матричного уравнения имеет вид: 

.})exp{(]}[)exp{(
0




 dttBFAASSAtBFAS TT  (8.24) 

Теперь воспользуемся леммой Клейнмана [2], согласно ко-

торой  

A

SX

A

J

A

J













 0 ,                           (8.25) 

а также правилами дифференцирования следа матрицы, в частно-

сти, равенством: 

TT BA
x

AxB




 )(
  (здесь BxA ,,  – матрицы). 

Матрицы MFSBAX ,,,,,0  здесь рассматриваем как кон-

станты, не зависящие от приращения A . На этом основании для 

производной 
A

J




 получим следующее выражение: 

0
0

0

exp{( ) }2 exp{( ) } .TSXJ J
S S S A BF t X A BF t dt

A A A


 

      
  



(8.26) 

Примем следующее обозначение для интеграла в правой ча-

сти этого равенства: 





0

0 })exp{(2})exp{( dttBFAXtBFA T .          (8.27) 

Заметим, что величина   является решением матричного 

уравнения  

).(,02 0 BFAXT                    (8.28) 

Итак, матрица чувствительности показателя качества может 

быть получена по формуле: 





S

A

J
,                                         (8.29) 

где матрица   может быть получена как решение линейного 

матричного уравнения (8.28). 
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Теперь рассмотрим вопрос о том, как найти матрицу *S , ко-

торая характеризует чувствительность системы в окрестности оп-

тимального показателя качества. Для этого рассмотрим измене-

ния показателя качества, обусловленные малыми изменениями 

стратегии управления, которые характеризуется матрицами F  и 

F . С этой целью запишем уравнение (8.18) в виде: 

.                                     

,0))(()()(

RFFQM

MFBBFASSSSFBBFA

T

T




 

Аналогично тому, как в уже рассмотренном случае, из этих 

уравнений следует уравнение вида: 

.0)()(  FRFRFFFSBSBFBFASSBFA TTTTT

(8.30) 

В результате рассуждений, полностью аналогичных преды-

дущим, для приращений S  в этом случае получим формулу: 

.)exp(])()()[exp(

)exp(])()()[exp(

0

0













dttFSBRFSBRFFt

dttFSBRFSBRFFtS

TTTTT

TTTT





(8.31) 

Оптимальное управление определяется из условия: 

.0









F

J

F

J
                                (8.32) 

Тогда с учетом соотношения (8.31) и правил дифференциро-

вания матриц из уравнений (8.32) следует формула выбора опти-

мальной стратегии: 

.** 1 SBRF T                                 (8.34) 

Подставим выражение для *FF   из формулы (8.34) в 

уравнение (8.18). В результате получим алгебраическое матрич-

ное уравнение для расчета оптимальной матрицы S : 

0**** 1   SBBRSQASSA TT .              (8.35) 

Таким образом, матрицу чувствительности   в окрестности 

оптимальной стратегии *FF   можно определить из решения 

уравнений (8.28), (8.35): 
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.0****

),(,02

1

0





 SBBRSQASSA

BFAX

TT

T 
          (8.28, 8.35) 

 

Контрольные вопросы 
 

1. От каких характеристик идентифицируемой системы за-

висит показатель качества? 

2. Дайте определение матриц чувствительности. 

3. Как рассчитываются матрицы чувствительности для си-

стем с линейной обратной связью? 

 

8.2 Чувствительность показателя качества                         
управления к ошибкам идентификации            
параметров 

 

Пример 8.1. Рассмотрим следующий пример [2]. Пусть си-

стема задана уравнением 

,
1

0~
,

32

10~

),()(
























BA

tuBxAtx


  

а показатель качества имеет вид: 

.1,
10

01
,)(

0









 



REQdtuRuxQxJ


 

Пусть управление (обратная связь) задана линейным соот-

ношением вида: 

 .11,  FxFu


  

Пусть матрица 0X  задана в следующем виде: 

.
10

01
000 








 ExxX

T
 

В соответствии с полученными ранее формулами матрица 

чувствительности равна 



S

A

J
, где матрица   определяется 

как решение уравнения 
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

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


















T

T

T

XBFABFA

BFAX 

 

 

Для матрицы S  также имеем уравнение вида (8.18), из кото-

рого следует: 
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Запишем эти уравнения в развернутой форме, учитывая 

симметрию матриц S,  относительно диагонали. Для компонент 

матрицы   имеем уравнения: 
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Для компонент матрицы S  имеют место уравнения: 
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SSS

SSSS
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S
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8.3 Вычисление матриц чувствительности                               
для оптимального показателя качества 

 

На основании определения матриц чувствительности 

)
~

(* 





J

J




  и 

)(*

*
*







J

J




  можно записать следующие выра-

жения для величин, характеризующих изменение показателя ка-

чества в окрестности оптимума: 

[ ] ( ) * ( ),

[ * ] ( ) *( ),

T

T

tr J J

tr J J

 

 

  

   
                      (8.36) 

где )(


J  – фактический показатель качества; )
~

(* 


J  – оптималь-

ный показатель качества, который получается в результате расче-

тов при идентифицированных значениях параметров системы 
~

; 

)(* 


J  – реально достижимый оптимум. 

Из этих уравнений в свою очередь следует, что  

)
~

(*)(*]*)[( 


JJtr T  .                (8.37) 

Обозначим разность матриц чувствительности как новую 

матрицу *  

**  .                                 (8.38) 

Матрица   уже получена нами ранее. Матрицу *  опреде-

лим следующим образом. Предположим, что )
~

(* 


J  – оптималь-

ное значение показателя качества J , которое соответствует иден-
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тифицированным значениям матриц ,A B . Уравнение (8.35) те-

перь представим в виде: 

0*
~~~

*
~~

*
~

*
~~ 1   SBRBSQASSA TT .                  (8.39) 

Отсюда определяем оптимальный показатель качества: 

),
~

()
~

,
~

(*)
~

(* 0XStrBAJJ 


                           (8.40) 

где                                    ).( 000 xxEX


                                  (8.41) 

Рассмотрим теперь изменение показателя качества 

)
~

,
~

(* FFJ 


, которое соответствует малому изменению страте-

гии управления F . Соответствующее изменение S  матрицы 

*S  должно удовлетворять уравнению (8.18), которое в этом слу-

чае приобретает вид: 

.0)
~

()
~

(

)]
~

(
~~

)[*
~

()*
~

()]
~

(
~~

[





FFRFFQ

FFBASSSSFFBA

T

T

 (8.42) 

При этом новый показатель качества будет равен величине: 

].)*
~

[()
~

,
~

(* 0XSStrFFJ 


                    (8.43) 

Запишем уравнение (8.42) в развернутом виде, используя 

уже полученные нами ранее соотношения: 

.**,0*
~~~

*
~~

*
~

*
~~ 11 SBRFSBRBSQASSA TTT    

Получим следующее уравнение: 

).***,*(

,0
~~~~

~~~~~
*

~~~
*

~~
*

~

~~~~
*

~~
*

~~~
*

~~

1 SBRFSBRF

FRFFRFFRFFRFQ

FBSFBSASFBSFBSAS

SBFSBFSASBFSBFSA

TT

TTTT

TTTTTTTTTT











 

Продолжая преобразования, получаем: 

.0
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*
~

*

~~~~~
*

~
*

~~
*

~
*

~

~~~~
*

~~
*

~~
**

~~

1

0

1
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1













FRFFRFFRFSBBRSQ

FBSFBSASFBSSBRBSAS

SBFSBFSASBFSBBRSSA

TTTT

T

TTTTTTTTT





 

Если теперь вычесть из уравнения (8.42) уравнение (8.39) и 

пренебречь слагаемыми второго порядка малости, то получим 

следующее уравнение:  
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.0)
~

*
~~

(*)
~~~

()
~~~

()
~~~

(  FBSRFSBFRFFBASSFBA TTTT

(8.44) 

Уравнение (8.44) записано в виде матричного уравнения 

0 T , решение которого имеет вид 





0

)exp()exp( dtttT  , поэтому не составляет труда записать и 

выражение для матрицы S . 

Если теперь рассмотреть изменение показателя качества 

])*
~

[()
~

,
~

(*)
~

,
~

(* 0XSStrFAAJFJ  


 при малом из-

менении A  матрицы A  идентифицируемых параметров систе-

мы, то в уравнении (8.44) матрица *S  должна быть заменена со-

ответствующей матрицей SSSS A  *
~

*
~

. Тогда это уравне-

ние приобретает вид: 

.0]
~

)*
~

(
~

[                                 

)]*
~

(
~~

[)
~~~

()
~~~

(





FBSSRF

SSBFRFFBASSFBA

T

TTTT

 

Вновь используем равенство ** SBRF T . Тогда из послед-

него уравнения следует: 

.0
~~

)
~~~

()
~~~

(  FBSSBFFBASSFBA TTT  

Решение этого уравнения имеет вид: 

.})
~~~

exp{(}
~~

}{)
~~~

exp{(
0




 dttFBAFSBSBFtFBAS TTT (8.45) 

При этом  

.*
~

, AconstFA SS


                           (8.46) 

Теперь, используя условие минимума функционала каче-

ства, из (8.45) получим: 

.2                                                     

})
~~~

exp{(})
~~~

exp{(2
}{**

0

0
0















A
T

T
A

T

SB

dttFBAXtFBASB
F

XStr

F

J

(8.47) 

В результате можно записать следующее соотношение, ко-

торое характеризует изменение показателя качества в окрестно-

сти оптимума в результате приращений матриц A  и F : 
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).()
~

(*)(* T
A

TT FSBAStrAJAJJ           (8.48) 

Величина F  здесь определяется формулой: 

.1
A

T SBRF                                   (8.49) 

На этом основании из формулы (8.48) следует: 

.2                                                      

})
~~~

exp{(}
2

}{)
~~~

exp{(*4*
*

0

0










A
T

TTT

SB

dttFBABFFB
X

tFBASS
A

J


(8.50) 

Матрица   здесь вычисляется так же, как ранее вычисля-

лись матрицы *,
~
S .  
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9 ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ СИСТЕМ                          
МЕТОДОМ СТОХАСТИЧЕСКОЙ АППРОКСИМАЦИИ [2] 

 

Наряду с другими методами, для идентификации парамет-

ров линейных и нелинейных стационарных процессов применя-

ется метод стохастической аппроксимации [2]. По существу этот 

метод представляет собой одну из модификаций метода гради-

ентного спуска. Сходимость метода достигается на больших ин-

тервалах времени по сравнению с методами последовательной 

идентификации. Кроме того, градиентные методы, лежащие в ос-

нове метода стохастической аппроксимации, можно рассматри-

вать так же как развитие метода Ньютона – классического метода 

поиска корней нелинейных уравнений. 

 

9.1 Процедура идентификации параметров систем 
методом стохастической аппроксимации 

 

Рассмотрим дискретную нелинейную стационарную систе-

му управления, заданную уравнениями состояния вида: 

),...,,( 1 


 kkk uuФx                                    (9.1) 

и уравнением выходов 

kkk vxy  ,                                        (9.2) 

где x  – переменная состояния, u  – входная переменная (управле-

ние), y  – выходной сигнал, v  – шум (случайная ошибка) измере-

ний, 


– вектор идентифицируемых параметров, ),...,,( 1 


kk uuФ  – 

заданная нелинейная в общем случае функция переменных со-

стояния, входного сигнала и вектора неизвестных параметров. 

Введем вектор 

},...,,{ 1 rkkk uuuu 


,                                 (9.3) 

где r – количество измерений, предшествовавших моменту вре-

мени с номером k. 

Уравнение (9.1) с учетом этих обозначений представим в 

виде: 

),( 


uФxk  .                                        (9.4) 
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Уточненная оценка вектора параметров 1n


 на некотором 

очередном шаге с номером (n) итерационного процесса получает-

ся в методе стохастической аппроксимации следующим образом: 

,....3,2,1,
~~

1  nnnnn 


,                          (9.5) 

где n


 – «корректирующая» функция, значение которой можно 

оценить по измерениям выходного сигнала y , а ,....3,2,1, nn  – 

есть последовательность скалярных корректирующих коэффици-

ентов (весовых множителей). 

Величины ,....3,2,1, nn  выбираются не произвольно, а с 

учетом следующих условий, которые основаны на теореме Дво-

рецкого [2]: 

0lim 


n
n

 ,                                      (9.6) 






n

k
k

n
1

lim  ,                                (9.7) 

.lim
1

2 




n

k
k

n
                                  (9.8) 

Из множества функций, удовлетворяющих условиям (9.6)–

(9.8) можно выбрать, например, функцию вида: 

,....2,1,,/ 11  kconstkk   

Векторная функция ,....3,2,1, kk


, которая использована 

при записи уравнения (9.5), была предложена Кифером и Воль-

фовицем как функция-градиент. Эта функция выбирается следу-

ющим образом. 

Для решения задачи идентификации методом стохастиче-

ской аппроксимации введем следующий показатель качества 

идентификации: 

2)
~

,((
2

1
)

~
( 


kkk uФyJ                              (9.9) 

(


 – «истинные» значения параметров, k
~

 – идентифицирован-

ные по предшествовавшей моменту времени k совокупности из-

мерений значения параметров). «Физический» смысл этого пока-

зателя совершенно прозрачен: чем точнее идентифицированы па-

раметры моделируемой системы k
~

, тем меньше модуль разности 
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между измеренным и рассчитанным по формуле (9.1) значением 

выходного сигнала ky .  

Теперь следующим образом определим функцию ,k  

1,2,3,....k  : 
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
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
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
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J
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(

)
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(





























,                                (9.10) 

где m, как ранее, – количество идентифицируемых параметров 

системы. 

Используя выражение (9.9) для показателя качества и пра-

вила дифференцирования скалярной функции по векторному ар-

гументу, получим следующее выражение для векторной функции 

,....3,2,1, kk


: 

),
~

,(])
~

,([
)

~
,(

])
~

,([
)

~
(

kkkkkk
k

kk
kkk

k

k
k ugyuФ

uФ
yuФ

J
































(9.11) 

где введено новое обозначение )
~

,(
)

~
,(

kkk
k

kk ug
uФ




 








. Первый 

сомножитель в правой части формулы (9.11) представляет собой 

скаляр (для системы со скалярным выходным сигналом, см. 

уравнение (9.1)), а второй – градиент скалярной функции 

)
~

,( kkuФ 


, стоящей в правой части уравнения системы (9.1), вы-

численный в пространстве идентифицируемых параметров. Ис-

пользуя правила дифференцирования скалярной функции по век-

торному аргументу, запишем выражение для градиента в развер-

нутом виде: 

 



 154 

.

)
~

,(

...

)
~

,(

)
~

,(

)
~

,(

)
~

,(
)

~
,(

,

,2

,1




















































km

kk

k

kk

k

kk

kkk

kkk
k

kk

uФ

uФ

uФ

ug

ug
uФ








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
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                               (9.12) 

Следует отметить, что функция k


 может быть вычислена 

по результатам измерений величин kk uy ,  и предыдущим оцен-

кам параметров системы k
~

. 

Целесообразно напомнить, что физический смысл градиента 

скалярной функции заключается в том, что вектор-градиент пока-

зывает направление максимальной скорости роста функции. Так 

как в рассматриваемом случае нас интересует наименьшее значе-

ние функции цели (9.9), то есть минимальное отклонение расчет-

ных и наблюдаемых значений выходного сигнала, двигаться при 

уточнении коэффициентов следует в направлении, противопо-

ложном градиенту этой функции. Этим обстоятельством и можно 

объяснить выбор знака «минус» в формуле (9.5). 

Чтобы начать процесс идентификации, описываемый урав-

нением (9.5), необходимо иметь начальную оценку коэффициен-

тов 1

~



 и начальное значение числового параметра 1 . Под 

начальной оценкой здесь подразумевается множество коэффици-

ентов 1,1,21,1 ...,,, m  в соответствии с обозначениями, приняты-

ми при записи формулы (9.12). Если такая начальная оценка име-

ется, то дальнейший процесс идентификации можно рассматри-

вать как последовательное уточнение параметров по формуле 

(9.5). Процесс идентификации можно проиллюстрировать на 

примере линейной системы: 

),(),( 


kkk uФux  .                         (9.13) 
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В этом случае для функции )
~

,( kkk ug 


 получим следующее 

выражение: 

.
)

~
,(

)
~

,(
k

kk
kkk

uФ
ug




 





                             (9.14) 

Отсюда, с учетом (9.13), следует 

.])
~

,[(                                            

)
~

,(])
~

,([
)

~
,(

])
~

,([

kkkk

kkkkkk
k

kk
kkkk

uyu

ugyuФ
uФ

yuФ
























(9.15) 

 

9.2 Получение начальных оценок для запуска                         
алгоритма идентификации методом                         
стохастической аппроксимации 

 

Для начала процедуры идентификации в качестве первой 

оценки можно принять, что 11

~
xy


  (здесь 1y


 – первые m измере-

ний), а для первой оценки коэффициентов используется оценка 

.0
~
1 


                                        (9.16) 

Тогда для линейной, например, системы вторая оценка по-

лучается по формуле: 

1 1
2 2 1 1

1 1

1 1 1

[ ]
,

( , )

( , ), .

m m
k k

m k k

y y

y u u

 




     

 

     
 

 

       (9.17) 

Оценка (расчетное значение) выходного сигнала 0~
1 my  в 

том случае, если другая априорная оценка отсутствует. 

В формуле (9.17) вместо 1,u как было обозначено в 

предыдущем разделе, введено новое обозначение 11 u


 . 

Здесь под 1


 подразумеваются базисные функции модели си-

стемы. Это можно проиллюстрировать следующим примером. 

Хотя функция ),...,,( 1 


kk uuФ  в правой части уравнения (9.1) яв-

ляется, в общем случае, нелинейной функцией, это уравнение 

можно представить в линейной форме. Рассмотрим систему с 

уравнением: 
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3
2

2
11 2 kkk uxx   . 

Введем обозначение: 

 2 32 .k k kx u   

Тогда получаем линейную систему 

kkkx ,22,111   . 

Нетрудно заметить, что уравнение (9.17) удовлетворяет 

уравнению (9.5), если для начального значения числового коэф-

фициента 1  принять выражение: 

   1111
1

,

1

,

1

gg
 


 .                           (9.18) 

Пример 9.1 [2]. Рассмотрим пример идентификации мето-

дом стохастической аппроксимации вектора параметров следую-

щей скалярной системы: 

,),( vu 


  

где v  – случайная погрешность измерений. 

Пусть имеются следующие результаты измерений: 

;11,3;9,3;3,11 111    

)1,2(,)2,1(),3,4( 221  uuu


. 

Функция k


 в рассматриваемом случае равна: 

kkkk
k

kk
kkkk uu

uФ
u







]),
~

[(
)

~
,(

]),
~

[( 



 




 . 

В соответствии с (9.7) процесс идентификации описывается 

уравнением: 

.]),
~

[(
~~~

1 kkkkkkkkkk uu


   

Находим величину 

    kk ug
uugg


  ,

25

1

,

1

,

1

1111
1 . 

Принимаем, за отсутствием другой информации, что 

начальная оценка коэффициентов равна нулю 0~,0
~

11  


. Ис-

пользуя такие начальные оценки, начинам процесс идентифика-

ции, который дает последовательность оценок. Вторая оценка ко-

эффициентов дает: 
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На следующем шаге получаем: 
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Четвертая итерация дает следующий результат: 
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Продолжая процесс идентификации, мы будем получать 

уточненные оценки коэффициентов, все более близкие к их дей-

ствительным значениям, которые в этом примере равны 

.
1

2












 

 

Контрольные вопросы 
 

1. Опишите процесс идентификации методом стохастиче-

ской аппроксимации. 

2. Почему этот метод относят к классу градиентных мето-

дов? 

3. Как выбирается начальная оценка коэффициентов? 
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10 ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ СИСТЕМ                              
МЕТОДОМ ОБУЧЕНИЯ [2] 

 

От других методов идентификации метод последовательно-

го обучения [2] отличается характеристиками сходимости. Схо-

димость этого метода несколько хуже, чем метода последова-

тельной регрессии, но зачастую лучше, чем метода стохастиче-

ской аппроксимации. Метод эффективен для идентификации си-

стем с медленно изменяющимися параметрами. 

 

10.1 Идентификация стационарных процессов 
 

Рассмотрим систему со случайным входным сигналом )(tu , 

скалярным выходным сигналом )(tx  и импульсной реакцией 

)(tg . Входной и выходной сигналы – измеряемые функции. Вы-

ходной сигнал для такой системы при нулевых начальных усло-

виях определяется интегралом свертки: 

 
t

dtugtx
0

)()()(  .                             (10.1) 

Напомним, что функцию )(tg  можно рассматривать как 

функцию-оригинал, изображение которой при применении пре-

образования Лапласа 



0

)()( dttxesX st  к уравнениям линейной 

системы управления представляет собой передаточную функцию. 

В пространстве функций – трансформант Лапласа – уравнению 

(10.1) соответствует уравнение 

)()()( sUsGsX  , 

где s  – параметр преобразования. 

Уравнение (10.1) в дискретной форме имеет вид: 





N

i
ijij ugx

1

,                                (10.2) 

здесь j – номер некоторого текущего момента времени, в который 

выполняются измерения, (j–i) – номера моментов времени, в ко-

торые выполнялись предущие измерения. 
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Задача идентификации состоит в том, чтобы найти неиз-

вестные параметры системы ig  по результатам измерений вели-

чин ijj ux , . 

Определение величин ig  методом последовательного обу-

чения осуществляется путем итерационных вычислений величин 
( ) ( ) ( )

1 2, ,..., , 1,  2,... .j j j
Nh h h j N N                 (10.3) 

Эти величины должны последовательно приближаться к 

точным значениям оцениваемых параметров Nggg ,...,, 21  по мере 

увеличения количества итераций (здесь j – номер итерации). Бу-

дем отмечать волной сверху расчетную оценку выходного сигна-

ла, полученную по результатам приближенной оценки парамет-

ров )()(
2

)(
1 ,...,

~
,

~ j
N

jj hhh  в результате j-й итерации. Тогда, на основа-

нии уравнения (10.2), можно записать равенство: 

.
~~

1

)(




N

j
ij

j
ij uhx                               (10.4) 

Введем следующие векторы: 

};,...,,{ 21 Ngggg 


                                (10.5) 

};
~

,...,
~

,
~

{
~

)()(
2

)(
1

)( j
N

jjj hhhh 


                     (10.6) 

}.,...,,{ 21
)(

Njjj
j uuuu 


                    (10.7) 

Теперь уравнения (10.2) и (10.4) запишем соответственно в 

виде: 

 )(, j
j ugx


 ,                               (10.8) 

 .,
~

~ )()( jj
j uhx


 .                            (10.9) 

Теперь рассмотрим следующий вектор приращений (попра-

вок): 

.
~~~

)()1()( jjj hhh


                         (10.10) 

Этот вектор будем использовать для коррекции оценки па-

раметров )1(
~

jh


 на итерации с номером (j+1) с учетом разности 

)~( jj xx   между измеренным jx  и «предсказанным» jx~  значения-

ми выходного сигнала.  

Для этого положим [2], что поправка 
)(

~
jh


  имеет вид: 
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 
,....3,2,1,

,
)~(

~

)()(

)(
)(  j

uu

u
xxh

jj

j

jj
j




           (10.11) 

Применение этой формулы для оценки поправок приводит к 

тому, что если очередная оценка gh j 
 )1(

~
, то есть совпадает с 

истинным значением вектора оцениваемых параметров, то будут 

удовлетворяться и уравнения (10.9), (10.10). При этом из форму-

лы (10.11) следует, что  

   
 

).~(
,

,
)~(

~
,

)()(

)()(
)()(

jjjj

jj

jj
jj xx

uu

uu
xxhu  


           (10.12) 

Формулы (10.10) и (10.11) описывают процесс оценивания 

параметров системы управления методом последовательного 

обучения. Для получения оценки в первом приближении, то есть 

в начале процедуры оценивания, можно в уравнение (10.11) вме-

сто jx  при j=1 подставить значение 0x . 

Сходимость процедуры оценивания параметров методом 

последовательного обучения с применением формул (10.10), 

(10.11) доказана, в частности, в работе [2]. Более того, сходи-

мость обеспечивается и в том случае, если в эти формулы вво-

дится коэффициент коррекции ошибки  : 

 
10,....;3,2,1,

,
)~(

~~

)()(

)(
)()1(   j

uu

u
xxhh

jj

j

jj
jj




. (10.13) 

Пример 10.1. Рассмотрим пример идентификации методом 

последовательного обучения вектора параметров скалярной си-

стемы, которую мы рассматривали в предыдущем примере: 
,),( vug 


  

где v  – случайная погрешность измерений. 

Пусть имеются следующие результаты измерений: 

;11,3;9,3;3,11 111    

).1,2(,)2,1(),3,4( )2()2()1(  uuu


 

Как и ранее, за отсутствием другой информации, принима-

ем, что начальная оценка коэффициентов равна нулю 

0~,0
~

1
)1(  h . 

На основании уравнения (10.11)  
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получим следующие оценки параметров: 
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Уравнение (10.9) дает следующее расчетное значение вы-

ходного сигнала: 
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На следующем шаге получаем величину )3(
~
h

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Вновь по формуле (27) получаем расчетное значение вы-

ходного сигнала: 
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Получаем следующую уточненную оценку )4(
~
h


: 
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По сравнению с методом стохастической аппроксимации, 

четвертая итерация дает более близкую оценку к точным значе-

ниям коэффициентов, которые в этом примере равны  1,2g


. 
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10.2 Последовательная процедура распознавания 
образов для идентификации нелинейных                    
систем 

Вначале рассмотрим интеграл свертки для линейной систе-

мы с входным сигналом )(tx  и выходом )(ty : 

 
t

dtxgtz
0

1 )()()(  ,                         (10.14) 

где )(1 g  – импульсная характеристика линейной системы. 

Теперь рассмотрим нелинейную систему вида: 

)()( 2 tzty  .                                   (10.15) 

Выходную переменную )(ty  этой нелинейной системы бу-

дем рассматривать как произведение 1 2( ),  ( )z t z t  выходов двух 

линейных систем с параметрами )(),( 21 tgtg , каждая из которых 

описывается соотношением вида (10.14). В этом случае выходной 

сигнал нелинейной системы можно описать выражением: 

.)()()()(

)()()()()(

0 0

21212211

0

2222

0

1111

 







t t

tt

ddtxtxgg

dtxgdtxgty





         (10.16) 

Введем следующее обозначение: 

).()(),( 2211212  gg                         (10.17) 

Теперь уравнение нелинейной системы представим в виде: 

.)()(),()(
0 0

2121212  
t t

ddtxtxty              (10.18) 

Далее будем рассматривать обобщение системы (10.18), 

считая, что правая часть этого уравнения задана в виде произ-

вольной непрерывной нелинейной функцией )]([ tzf , то есть 

уравнение: 

)].([)( tzfty                                 (10.19) 

Теперь воспользуемся известными результатами математи-

ческого анализа, согласно которым любую непрерывную функ-

цию )]([ tzf  можно аппроксимировать полиномом степени m от 

)(tz , который сходится к )]([ tzf , а следовательно, в соответствии 
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с формулой (10.18), и к )(ty . Поэтому для уравнения (10.19) 

справедливо следующее приближение: 

)],([)( tzfty mm                                  (10.20) 

где m – указывает порядок аппроксимирующего полинома. 

Теперь определим следующие величины, которые соответ-

ствуют идентифицируемым параметрам (импульсным функциям) 

системы вида (10.18): 

.)()()....()(),...,,(

...,

),()(),(),()(

1
221121

22112121111








k

j
jjkkkk gggg

ggg





     (10.21) 

Тогда для произвольной правой части уравнений (10.18), 

(10.19) имеет место представление: 

....)()...()(),...,,(....

...)()...()(),...,,(....

)()(),()()()]([(
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0 0 0
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21212122
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11111

  

  

 









m

k
kkkk

k

t t t

k

mmmm

m

t t t

m

t tt

m

dddtxtxtxa

dddtxtxtxa

ddtxtxadtxatzf











(10.22) 

Наконец, это уравнение запишем в дискретной форме: 

 

......)]([(
1

,...,, 2121

1

  





















m

k

k

n n

km kk

k

xxxatzf 
 





       (10.23) 

Здесь 

)( Ttxx kk
  ,                     (10.24) 

 

T  – шаг дискретизации. 
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10.2.1 Алгоритм последовательного обучения 

 

Чтобы теперь получить расчетные формулы, реализующие 

алгоритм идентификации нелинейной системы, которая может 

быть описана дискретной системой вида (10.23), запишем урав-

нения (10.23), используя уже хорошо знакомые понятия базисных 

функций, вернее их аналогов. Для этого введем вектор  

},...,,{ 21 nxxxx 


,                               (10.25)  

где )( Titxxi  . 

Напряду с вектором x


 введем вектор (аналог базисных 

функций) s


: 

},...,,{ 21 ss  


.                          (10.26)  

Компоненты этого вектора имеют вид: 

;......,...,,

;,...,,

;,...,,

21232222212

1212111

2211

nnnnn

nnnnn

nn

xxxxxx

xxxxxx

xxx

















     (10.27)  

Количество s компонент вектора s


 определяется порядком 

r слагаемых, которые необходимо учесть в модели, и равно 

 
.1

!!

!





rn

rn
s                                  (10.28) 

Теперь используем выражение (10.23) правой части уравне-

ния (10.20). Формулу (10.23) представим с учетом введенных 

обозначений в виде: 

 .,                                                               

........)()(
1 1

,...,,
1 111

s

qhj

r

n

j

n

q
qhj

n

j

n

h
hjjh

n

j
ij

s

i
ii xxxxxxxxФ







  




  
  

(10.29) 

Таким образом, для выходного сигнала может быть записана 

следующая система уравнений, которая дает оценку выходного 

сигнала, рассчитанную с помощью приближенных результатов 

идентификации параметров 


 по формуле: 

).()(~ xФtym


                                 (10.30) 
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Вектор параметров уточняется при выполнении очередного 

шага итерационного процесса по уже полученной ранее формуле 

вида: 

.20,
),(

)~(
)()(

)(
)()1( 


 






i
s

i
s

i
siiii yy






             (10.31) 

 

Контрольные вопросы 
 

1. Опишите процесс идентификации методом последова-

тельного обучения. 

2. Что такое коэффициент коррекции ошибки? 

3. Как выбирается начальная оценка коэффициентов? 

4. Опишите процедуру последовательного распознавания 

образов для идентификации нелинейных систем. 
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 11 ОСНОВЫ ИДЕНТИФИКАЦИИ МЕТОДОМ                           
ИНВАРИАНТНОГО ПОГРУЖЕНИЯ 

 

Метод инвариантного погружения применяют для одновре-

менной последовательной идентификации параметров и оценива-

ния состояния линейных и нелинейных систем [1]. Метод осно-

ван на интегрировании по времени системы нелинейных диффе-

ренциальных уравнений. 

В силу того, что метод может обеспечить последовательное 

и одновременное оценивание всех переменных состояния и пара-

метров как линейных, так и нелинейных систем, он является од-

ним из самых мощных математических методов идентификации. 

Для того, чтобы приступить к изучению основ метода инва-

риантного погружения и его применения к задачам идентифика-

ции, нам требуется ознакомиться с такими понятиями, как функ-

ция Гамильтона–Понтрягина и условия трансверсальности, прин-

цип максимума Понтрягина. 

 

11.1 Постановка задачи оптимального управления. 
Принцип максимума Понтрягина 

 

Принцип максимума Понтрягина является основой решения 

задач оптимального управления процессами [9], которые описы-

ваются системами обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Рассмотрим основные понятия теории оптимального управ-

ления на простых примерах.  

Пусть движение управляемого объекта (развитие управляе-

мого процесса, изменение управляемой системы) описывается 

системой обыкновенных дифференциальных уравнений: 

.,...,2,1),,...,,,,...,,,,...,x,()(x 212121i niuuuxxft mrni    (11.1) 

Эти уравнения можно записать в векторной форме: 

),,,,(x tuxf
                                     (11.2) 

где t – время, },...,,{ 21 nxxxx 


 – фазовый вектор (координа-

ты), который характеризует движение объекта в зависимости от 

времени, вектор  })(),...,(),({)( 21 tutututu r


 – вектор управле-

ния, выбирая который можно изменять движение объекта, 
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},...,,{ 21 nffff 


 – известные (заданные) нелинейные в общем 

случае функции. 

Функции nituxfi ,...,2,1),,,( 


 описывают внутреннее 

устройство объекта и влияние на него различных внешних воз-

действий. Предполагается, что эти функции априорно известны. 

Вектор управления не может выбираться произвольно, так 

как реальные технические условия накладывают на него опреде-

ленные ограничения. Положение рулей управления (самолета, 

корабля) может изменяться в довольно ограниченных пределах, 

не всегда может быть изменено практически мгновенно, диапазон 

изменения силы тяги двигателей ограничен и т.д. 

Пусть U – подмножество в пространстве управлений, кото-

рое может быть определено, например, заданием следующего ви-

да ограничений на вектор управлений: 

 ii a(t)u || .                                      (11.3) 

Тогда U называют областью управления. 

Очень часто накладываются ограничения на гладкость 

управлений (t)ui . Например, если управляющие устройства рабо-

тают безынерционно, то управление должно описываться кусоч-

но-непрерывными функциями.  

Некоторое состояние системы 1x


называется достижимым 

из состояния )( 0
0 txx


 , если существует допустимое управле-

ние )(tu


 и такое значение 01 tt  , что 1
1)( xtx


 . 

Множеством достижимости по отношению к некоторо-

му начальному состоянию )( 0
0 txx


 называется множество всех 

состояний, достижимых из этого начального состояния. 

Ясно, что при одинаковых начальных состояниях 

)( 0
0 txx


 некоторой динамической системы, но разных допу-

стимых управлениях )(tu


 будут получаться разные функции со-

стояния )(tx


 и разные процессы )}(),({ txtu


. 

Отсюда следует, что имеет смысл говорить об оптималь-

ном с точки зрения какого-то критерия процессе. Тогда соответ-

ствующее управление также называют оптимальным управлени-

ем, а достигнутое в результате состояние и траекторию – опти-

мальным состоянием и оптимальной траекторией. 
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Целевая функция и критерий оптимальности. Рассмот-

рим постановку задачи оптимального управления, когда целевая 

функция (функционал) задана в виде интеграла: 

,)),((),)(),((),,,,(

0

0
00  

T

t

TTxФdtttutxfxuxTtJ


        (11.4) 

где ),(),,,(0 TxФtuxf


 – заданные функции. 

Задача оптимального управления состоит в том, чтобы ми-

нимизировать (или максимизировать) функцию цели (функцио-

нал) (11.4) на множестве допустимых управлений и допустимых 

(совместимых с ограничениями на фазовые координаты) траекто-

рий. 

Формулировка принципа максимума Понтрягина. Рас-

смотрим задачу, которая называется задачей с закрепленными 

концами и закрепленным временем. Пусть требуется минимизи-

ровать функцию 


T

t

dtttutxfuJ

0

),)(),(()( 0 
                       (11.5) 

при условиях 

,,)(

,)(,

),),(),((x

0

100

TttUtu

xTxx) (tx

ttutxf













                          (11.6) 

где })(),...,(),({)( 21 tutututu r


 управления предполагаются ку-

сочно-непрерывными функциями на ],[ 0 Tt , точки 10 , xx


 – зада-

ны. Важно, что в этой задаче множество U не зависит от времени 

и нет ограничений на фазовые координаты при Ttt 0 . Все 

это и определяет название задачи как задачи с закрепленными 

концами и закрепленным временем. 

Будем предполагать, функции niuxfi ,...,2,1,0),,( 


 имеют 

частные производные njnif
x

uxf i
j

j

i ,...,2,1;,...,2,1,0,
),(







. 

Функция Гамильтона–Понтрягина. Для формулировки 

принципа максимума Понтрягина введем вспомогательные пере-

менные 
n

n E },...,,{ 21 


 и константу 0 . Определим 
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следующую функцию, которая и называется функцией Гамильто-

на–Понтрягина: 

)).,,(,(),,(),,(

),,(...),,,(),,(),,,,(

0
0

0

1
1

0
00

tuxftuxftuxf

tuxftuxftuxftuxН

n

j

j
j

n
n
















(11.7) 

Пусть теперь TttUtu  0,)(


 – кусочно-непрерывное 

управление, удовлетворяющее ограничениям в задаче (11.6). 

Пусть ),,(x 0xutx


  – решение уравнений (11.6), которое соответ-

ствует этому управлению TttUtu  0,)(


, начальному усло-

вию 00 x) (tx


  и которое определено на всем отрезке ],[ 0 Tt . Ре-

шениям { Ttttxtu 0)),(),((


} задачи (11.6) поставим в соот-

ветствие систему (присоединенную или сопряженную систему 

уравнений) линейных дифференциальных уравнений относи-

тельно вспомогательных переменных следующего вида: 

,,...,2,1,
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             (11.8) 

где const0 . 

Канонические уравнения. Исходная (динамическая) систе-

ма уравнений (11.6) и присоединенная система (11.8) обычно за-

писывается в векторной форме в виде канонических уравнений: 

,,
),,),,,,(,(

),),,,,(,(

0
00

0

Ttt
x

ttxuxH

dt

d

ttxuxf
H

dt

xd



























       (11.9) 

относительно 2n неизвестных 


 и x


. Здесь 
x

HH








,


 – градиенты 

функции Гамильтона Н по 


 и по x


. Общее решение этой систе-

мы зависит от 2n произвольных числовых параметров, для опре-

деления которых нужны еще 2n  условий (уравнений). Такими 

условиями являются начальные условия )(),( 00 ttx 


. В рассмат-
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риваемой задаче такими условиями являются ограничения на фа-

зовые координаты в начальный и конечный момент времени: 

.)(, 100 xTxx) (tx


                         (11.10) 

Относительно еще одного параметра, 0 , ограничимся 

утверждением, что зачастую можно принять 10  . 

 

Принцип максимума Понтрягина  

Теорема 1. Пусть Ttttxtu 0)),(),((


 – решение задачи 

(11.5), (11.6). Тогда необходимо существуют непрерывная век-

тор-функция )(t


 и постоянная 0  такие, что 1) ,00   

;,0)( 00 Tttt 


 2) )(t


 является решением сопряжен-

ной системы (11.8), соответствующей рассматриваемому реше-

нию ));(),(( txtu


 3) при каждом ],[ Ttt  функция 

)),(,,),(( 0 ttutxH


 переменной },...,,{ 21 ruuuu 


достигает сво-

его максимума на множестве U при )(tuu


 , т.е. 

.),),(,),(),(()),(,,),(( 000max TtttttutxHttutxH
Uu







 

Условия трансверсальности. Пусть по условиям задачи 

требуется минимизировать функцию цели общего вида  

.)),((),)(),((),,,,(

0

0
00  

T

t

TTxФdtttutxfxuxTtJ


       (11.11) 

Пусть также правый конец траектории свободен. Тогда в ка-

честве «начальных» условий в конечный момент времени для 

присоединенной системы следует задавать условия вида: 

.
)),((

)(

1при 0
)),((

)( 00

Tti
i

Tt

x

TTxФ
T

x

TTxФ
T

























     (11.12) 

Пусть теперь левый конец траектории свободен. Тогда в ка-

честве начальных условий для присоединенной системы следует 

задавать условия вида: 

.0)( 0 t


                              (11.13) 
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Условия (11.12), (11.13), которые определяют «граничные» 

условия для присоединенной системы, называют условиями 

трансверсальности. 

Пример 11.1. Пусть точка движется по оси Ox по закону 
.0),()(  ttutx  

Требуется найти кусочно-непрерывное управление 

,0,1)(),( Tttutuu   такое, чтобы, начиная движение из 

начального положения 1)0( x  с нулевой скоростью, точка попа-

ла в начало координат за минимальное время Т и имела в этот 

момент нулевую скорость. 

Очевидно, что функция цели в этом случае имеет вид: 

.0,1,)1()( 0

0

  ФfdtTJ
T

 

Введем следующие обозначения для фазовых координат 

точки: xxxx  21 , . Теперь задачу можно сформулировать сле-

дующим образом: найти такое управление, которое наискорей-

шим образом переводит фазовую точку из состояния (1,0) в со-

стояние (0,0), считая, что движение подчиняется уравнениям  

}.1:{,0),()(

),()(

1
2

21





uEuUttutx

txtx




 

Составляем функцию Гамильтона–Понтрягина Н: 

.2210 uxH    

Сопряженная система имеет вид: 

.0,

0

1
2

2

1
1













t
x

H

x

H









 

Решение этой системы имеет вид: 

,)(,)( 21 DCttCt    

где С и D – постоянные интегрирования. 

Из условия достижения максимума функции Н 

H
u

max
1

 

следует, что управление должно быть задано в виде:  

.0),())(()( 2  tDCtsigntsigntu   
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Отсюда следует, что управление )(tu  может быть только 

функцией, принимающей +1 или –1 и имеющей не более одной 

точки переключения t1, при переходе через которую управление 

меняет знак. 

Из физических соображений ясно, что заслуживает внима-

ние только управление вида  

.при1)(

,0при1)(

1

1

tttu

tttu




 

При других управлениях фазовая траектория, начинаясь в 

точке (1,0), не попадет в точку (0,0). Этому управлению соответ-

ствует траектория )}(),({ 21 txtx : 





















.,2

,0,
)(

,,122/

,0,2/1
)(

11

1
2

1
2
11

2

1
2

1

tttt

ttt
tx

tttttt

ttt
tx

 

Теперь из условий ,0122/0)( 2
11

2
1  tTtTTx  

,20)( 12 tTTx   получим, что .2,11  Tt  

Тогда 





















.21,2

,10,
)(

,21,2/)2(

,10,2/1
)(

2

2

2

1

tt

tt
tx

tt

tt
tx

 

Найденные управление и траектория являются решением 

поставленной задачи быстродействия. 

 

Контрольные вопросы 
 

1. Дайте определение функции Гамильтона–Понтрягина. 

2. Запишите систему канонических уравнений для задач оп-

тимального управления. 

3.  Постановка задачи идентификации методом инвариант-

ного погружения. 
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11.2 Постановка задачи идентификации состояния 
и параметров непрерывной системы методом 
инвариантного погружения [2, 10] 

 

Рассмотрим систему управления, которая описывается сле-

дующими нелинейными уравнениями состояния, в которых 

учтем также влияние неизмеряемого шума в системе )(tn


 и шума 

)(tv


 в измерениях выходного сигнала )(tz


: 

niuuuxxft mrni ,...,2,1),,...,,,,...,,,,...,x,()(x 212121i   , 

),())(,),((x tntutxf
                                                      (11.14) 

)())(,),(()(z tvtutxt


  ,                                               (11.15) 

где 


,f  – нелинейные функции априорно известного (заданно-

го) вида, )(tx


 – вектор состояний системы, )(tu


 – измеряемый 

вектор входного сигнала (управление), )(tz


 – измеряемый выход-

ной сигнал, 


 – вектор постоянных идентифицируемых парамет-

ров системы. Предположение о постоянстве параметров системы 

приводит к уравнениям: 

0


.                                      (11.16) 

При формулировке задачи идентификации вводится показа-

тель качества идентификации, который записывают в виде: 

     
T

t

dtnnuxzuxzJ

0

~~
),

~
,

~
(),

~
,

~
(


 .            (11.17) 

В выражении (11.17) величины nx
~

,
~ 

 – оценки величин 

nx


, , входящих в уравнения (11.14), (11.15), ,  – положи-

тельные диагональные весовые матрицы, заданные при формули-

ровке (конкретизации) показателя качества (11.17). Как правило, 

в моделях предсказания полагают, что входной сигнал (управле-

ние) равен нулю: 0)( tu


. 

Теперь выполним следующие формальные преобразования 

уравнений (11.14), (11.16). Введем вектор y


 следующим образом: 














 )(
)(

tx
ty .                                (11.18) 
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Теперь уравнения (11.14) и (11.16) можно записать относи-

тельно y


 в виде одного векторного дифференциального уравне-

ния вида: 

Vy
  ,                                    (11.19) 

правая часть которого определена соотношениями: 










0



 f
 ,                                    (11.20) 










0

 n

V .                                     (11.21) 

Функция 


 в уравнении (11.20) – нелинейная функция от y


, 

даже если функция f


 в уравнении (22.14) – линейная функция. 

Это нетрудно проиллюстрировать, если рассмотреть следующий 

пример. Пусть имеется скалярная система: 
.uxx   

Введем вектор y


 в соответствии с формулой (5): 





















x

y

y
y

2

1
. 

Тогда уравнение uxx   и условие стационарности си-

стемы (коэффициент   – константа) приводятся к следующему 

уравнению вида (11.19): 

Vy
y

uyyy 














,0

,

2

211
. 

Здесь функция 









0

21yy



 – нелинейная функция, хотя в ис-

ходном уравнении uxx   правая часть uxf   – линейная 

функция переменной состояния. 

Теперь рассмотрим функцию Понтрягина–Гамильтона (га-

мильтониан) системы (11.15), преобразованной к виду (11.19). Он 

имеет вид: 

    


 nnuyzuyzH ),
~

(),
~

( .         (11.22) 
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здесь mn
mn E 

  },...,,{ 21 


 – вспомогательные перемен-

ные (аналог множителей Лагранжа), а константа 0  принята рав-

ной единице: 10  . 

Необходимое условие экстремума (минимума или максиму-

ма) гамильтониана приводит к следующей системе канонических 

уравнений: 

,~ 







y

H
                                   (11.23) 

,
~
y

H  





                                   (11.24) 

.0




u

H
                                      (11.25) 

Для решения систем дифференциальных уравнений (11.23), 

(11.24) необходимо задать условия на левом и правом конце тра-

ектории )(
~

ty


, то есть значения )(
~

0ty


 и )(
~

Ty


. Если эти условия не 

заданы изначально, тогда они формулируются с использованием 

условий трансверсальности. Эти условия дают следующие урав-

нения. Для задач со свободным левым концом траектории (см. 

формулы (11.12), (11.13) предыдущего раздела) условия транс-

версальности дают соотношения: 

0)( 0 t


.                                   (11.26) 

Аналогичным образом, для задач со свободным правым 

концом траектории условия трансверсальности дают уравне-

ния: 

).0,0
)),((

(,0)( 







Ф
x

TTxФ
T

Tti


            (11.27) 

В задачах с двумя свободными концами эти условия объ-

единяют: 

0,0





Tt
tt


.                                  (11.28) 

Таким образом, задача идентификации параметров системы 


~

 и оценивания переменных состояния )(
~

tx


 сводится к решению 

уравнений (11.23), (11.24) при заданных условиях на левом и 

правом конце траектории в задачах с закрепленными концами 
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или условиях вида (11.26)–(11.28) в задачах со свободными кон-

цами. Для решения этой задачи необходим метод инвариантного 

погружения. 

 

11.3 Алгоритм решения задачи идентификации                     
состояния и параметров непрерывной системы 
методом инвариантного погружения [2, 9] 

 

Пусть для задачи идентификации нелинейной системы 

(11.14), (11.15) выполнены описанные выше преобразования и 

получена система канонических уравнений вида: 

,),,,(


 







H
tuygy                             (11.29) 

,),,,(
y

H
tuyh 





                             (11.30) 

где },{ 


xy   – вектор идентифицируемых переменных состоя-

ния x


 и параметров 


 системы (последние считаем постоянны-

ми); }0),,,,({),,,(


tuxftuyg    – вектор-функция, которая задана 

выражениями для правой части векторного уравнения состояния, 




 – вектор дополнительных переменных, через которые опреде-

ляется функция Гамильтона–Понтрягина ),,( uyH


  исходных 

дифференциальных уравнений системы управления. 

Уравнения (11.29), (11.30) будем решать при следующих 

граничных условиях на левом 0tt   и правом конце промежутка 

моделирования Tt  : 

at


)( 0 ,                                       (11.31) 

bT


)( .                                       (11.32) 

Более того, момент времени T  также будем рассматривать 

как текущую переменную, так что имеет смысл говорить о при-

ращениях функций, описывающих решение задачи (11.29)–

(11.32) при соответствующих приращениях этой переменной T . 

Условие (11.32) на конце промежутка заменим еще более общим 

условием: 

)()( TCT


 .                                 (11.33) 
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Задача (11.29)–(11.33) представляет собой обобщение, рас-

ширение задачи (11.23), (11.24), (11.26), (11.27). Таким образом, 

имеет место «погружение» частной задачи в задачу более общую. 

Поэтому метод и называют методом инвариантного погружения. 

Оказывается, что для такой общей задачи зачастую легче найти 

метод решения. 

Если конечное условие (11.33) удовлетворяется, то для пра-

вого конца траектории системы должно удовлетворяться конеч-

ное условие вида: 

),()( TCFTy


 .                                 (11.34) 

Неизвестная пока функция ),( TCF


 в условии (11.34) отра-

жает связь между условием на конце )()( TCT


  (определяется 

как обобщение условия трансверсальности), которое накладывает-

ся на вспомогательные переменные 


, с конечным значением 

),()( TCFTy


 , которое определяет конец траектории системы 

(11.29). Если бы функция ),( TCF


 была известна, то уравнения 

(11.29), (11.30) можно было бы решить, напрямую используя 

условия (11.33), (11.34). Но так как эта функция неизвестна, то 

требуется метод её определения. Этот метод заключается в следу-

ющем. 

Правую часть уравнения (11.34) разложим в ряд Тэйлора, 

рассматривая, как независимые, малые приращения величин 

TTCC  ,


. В результате, используя уравнение (11.29), по-

лучим: 

.),,,(),(

)(),()(

TTuCFgTCF

TyTyTTCCFTTy







           (11.35) 

С другой стороны, для правой части уравнения (11.34) ра-

венства 

T
T

TCF
C

C

TCF
TCFTTCCF 











),(),(
),(),(









.(11.36) 

Используя уравнение (11.30), для величины C


  можно за-

писать выражение вида: 

TTuCFhC  ),,,(


.                        (11.37) 
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Подставляя это выражение в уравнение (11.36) и приравни-

вая правые части уравнений (11.35) и (11.36), получаем уравне-

ние инвариантного погружения: 

),,(
),(

),,(
),(

TCFg
T

TCF
TCFh

C

TCF 
















.       (11.38) 

Теперь заметим, что функции ),,,(),,,( TuCFgTCFh


 в рас-

сматриваемых уравнениях являются в то же время и производ-

ными от функции Гамильтона–Понтрягина для канонической си-

стемы уравнений, то есть имеют место равенства: 
















H

C

H
TCFg ),,( .                          (11.39) 

F

H

y

H
TCFh 










),,( .                     (11.40) 

Поэтому уравнение (11.38) можно записать в виде: 

C

H

F

H

C

TCF

T

TCF




















 ),(),(
.               (11.41) 

Решение уравнения (11.41) будем искать в виде: 

)()()(
~

),()( TCTQTyTCFTy 


,             (11.42) 

где )(TQ  – симметричная матрица, которая аналогична матрице Р 

в методе последовательной регрессии. 

Подставив выражение (11.42) в уравнение (11.41), получим: 

C

H

F

H
TQ

T

Ty

















)(

)(
.                         (11.43) 

Для произвольного момента времени внутри интервала мо-

делирования Ttt 0  и траекторий )(ty


, удовлетворяющих на 

конце промежутка Tt   конечным условиям (11.33), из уравне-

ний (11.42), (11.43) следует система уравнений вида: 

CtQtytCy )()(
~

),( 


,                                       (11.44) 

),,,(),,,()(
)(

tuCygtuCyhtQ
t

ty 






.              (11.45) 

Уравнение (11.45) можно преобразовать к виду: 

),,,(),,,()()(
~

tuCygtuCyhtQCtQy


  .        (11.46) 
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Если воспользоваться выражением функций 

),,,(),,,,( tuCygtuCyh


 через производные от функции Гамильто-

на–Понтрягина, то уравнение (11.46) преобразуется к уравнению 

C

CQyy

C

CQyy

H

y

H
tQCtQy





 










 










 ,

~
,

~
)()(

~
.              (11.47) 

Необходимо отметить, что матрица С должна быть близка к 

нулю (см. условия трансверсальности (11.28)). Поэтому уравне-

ние (11.47) дает две системы уравнений. Первая получается в ре-

зультате приравнивания нулю матрицы С. Вторая система полу-

чается в результате отбрасывания в (11.47) слагаемых, содержа-

щих элементы матрицы С в степени выше первой. Эта результи-

рующая система дифференциальных уравнений может быть 

идентифицирована последовательным методом при заданных 

начальных условиях (начальном приближении) для )(
~

0ty  и )( 0tQ . 

Начальная оценка )(
~

0ty  и )( 0tQ  зачастую не имеет решающего 

значения, так как метод инвариантного погружения характеризу-

ется довольно хорошей сходимостью. 

Для системы с n  переменными x


 состояния и r  неизвест-

ными параметрами 


 количество решаемых дифференциальных 

уравнений равно величине 

 ,2/)1)((  rnrnrn  

где )( rn   – размерность вектора y


, а  2/)1)((  rnrn  – ко-

личество различных элементов симметричной матрицы )(tQ . 

 

Контрольные вопросы 
 

1. Опишите постановку задачи идентификации методом ин-

вариантного погружения. 

2. В какой форме задается показатель качества идентифика-

ции в методе инвариантного погружения? 

3. Поясните, почему уравнения системы управления при 

идентификации методом инвариантного погружения являются 

нелинейными? 
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КОНТРОЛЬНЫЕ РАБОТЫ 
 

 

Контрольная работа 1. Линейные преобразования, 
диагонализация, устойчивость, управляемость, 
наблюдемость, получение передаточных функций 
систем 
 

Задания 

1. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).21(,
2

1
,

43

75
),()(),()()( 

















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 









23

81
 , найти собственные значения матрицы А и преоб-

разованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1k t   . Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 
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2. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).12(,
2

3
,

73

65
),()(),()()( 

















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 









23

82
 , найти собственные значения матрицы А и пре-

образованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

 

3. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).12(,
2

1
,

23/1

215
),()(),()()( 

















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 









23

41
 , найти собственные значения матрицы А и преоб-

разованной матрицы А*. 
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2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 
 

4. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).22(,
1

1
,

56

74
),()(),()()( 

















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 









55

47
 , найти собственные значения матрицы А и пре-

образованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 
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7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

 

5. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).21(,
2

1
,

34

57
),()(),()()( 



















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 






 


33

28
 , найти собственные значения матрицы А и пре-

образованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt    

0,1,2,...; 1k t   . Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 
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6. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).12(,
2

3
,

73

35
),()(),()()( 



















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 











23

82
 , найти собственные значения матрицы А и 

преобразованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

 

7. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).12(,
2

1
,

13/1

213
),()(),()()( 



















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 









23

41
 , найти собственные значения матрицы А и преоб-

разованной матрицы А*. 
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2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

 

8. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).22(,
2

1
,

56

74
),()(),()()( 



















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 









51

47
 , найти собственные значения матрицы А и пре-

образованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 



 187 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

 

9. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).22/1(,
1

2
,

112

33
),()(),()()( 





















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 






 


34

14
 , найти собственные значения матрицы А и пре-

образованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   
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0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

 

10. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).32(,
2

1
,

32/1

87
),()(),()()( 



















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 






 


13

94
 , найти собственные значения матрицы А и пре-

образованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

 

11. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).52(,
2

3
,

13/1

213
),()(),()()( 





















 CBAtxCtytButxAtx

  
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1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 











41

23
 , найти собственные значения матрицы А и пре-

образованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

 

12. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).13(,
2

1
,

74

46
),()(),()()( 

















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 









42

412
 , найти собственные значения матрицы А и пре-

образованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 
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4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

 

13. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).21(,
2

1
,

63

76
),()(),()()( 

















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 









43

82
 , найти собственные значения матрицы А и пре-

образованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 
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8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1k t   . Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

 

14. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).12(,
2

3
,

83

66
),()(),()()( 

















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 









33

83
 , найти собственные значения матрицы А и преоб-

разованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 
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15. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).12(,
2

1
,

33/1

216
),()(),()()( 

















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 









33

42
 , найти собственные значения матрицы А и пре-

образованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

 

16. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).52(,
1

1
,

63

65
),()(),()()( 

















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 









65

48
 , найти собственные значения матрицы А и пре-

образованной матрицы А*. 
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2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

 

17. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).21(,
2

1
,

44

58
),()(),()()( 





















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 













43

29
 , найти собственные значения матрицы А и 

преобразованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 
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6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1k t   . Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

 

18. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).52(,
2

3
,

82

16
),()(),()()( 





















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 











33

83
 , найти собственные значения матрицы А и 

преобразованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   
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0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

 

19. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).15(,
2

1
,

01

74
),()(),()()( 



















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 











33

42
 , найти собственные значения матрицы А и пре-

образованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

 

20. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).12(,
2

1
,

66

75
),()(),()()( 





















 CBAtxCtytButxAtx

  
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1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 









61

48
 , найти собственные значения матрицы А и преоб-

разованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

 

21. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).102/1(,
1

2
,

012

34
),()(),()()( 



















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 






 


44

15
 , найти собственные значения матрицы А и пре-

образованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 
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4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

 

22. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).32(,
2

1
,

42/1

88
),()(),()()( 



















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 






 


23

95
 , найти собственные значения матрицы А и пре-

образованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 
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8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

Наблюдаемость. Определение. Если все состояния си-

стемы можно определить по вектору выходного сигнала, то 

эта система наблюдаема. 

 

23. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).52(,
2

3
,

13/1

214
),()(),()()( 



















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 











51

24
 , найти собственные значения матрицы А и пре-

образованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 



 199 

24. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

7 1 1
( ) ( ) ( ), ( ) ( ), , , ( 3 1).

4 8 7
x t Ax t Bu t y t Cx t A B C

   
         

   
 

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 
9 11

3 7

 
  
 

 , найти собственные значения матрицы А и пре-

образованной матрицы А*. 

2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

( ) ( )( ) ( 1) ( )

1

k kx t t x tdx t x k x k

dt t

   
 


, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 

 

25. Задана система со скалярным входным и выходным 

сигналом: 

).53(,
7

1
,

79

17
),()(),()()( 

















 CBAtxCtytButxAtx

  

1. Преобразовать систему с помощью матрицы преобразова-

ний 









91

119
 , найти собственные значения матрицы А и пре-

образованной матрицы А*. 
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2. Диагонализировать систему, найдя матрицу каноническо-

го преобразования. 

3. Исследовать управляемость системы, используя результа-

ты канонического преобразования. 

4. Исследовать управляемость на основе полиномиального 

разложения матричной экспоненты. 

5. Исследовать наблюдаемость, анализируя каноническую 

систему. 

6. Исследовать наблюдаемость с помощью критерия на ос-

нове полиномиального разложения матричной экспоненты. 

7. Получить передаточную функцию системы, используя 

преобразование Лапласа. 

8. Построить дискретную модель системы, используя замену 

производной по времени приближенным равенством 

1

)()1()()()( kxkx

t

txttx

dt

txd kk 








, полагая, что 0,1,2,...;kt   

0,1,2,...; 1.k t    Получить для этой модели передаточную 

функцию с помощью z-преобразования. 
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Контрольная работа 2. Метод максимального                 
правдоподобия. Полнофакторный эксперимент:           
обработка результатов и проверка адекватности 
 

По результатам полнофакторного эксперимента 2
3
 для 

функции отклика 

3211233113322321123322110 xxxbxxbxxbxxbxbxbxbby   

(гипотеза) найти наилучшую линейную несмещенную оценку 

вектора параметров },...,,{ 10 mbbbb 


, построив таким образом 

модель, которую требуется проверить на адекватность изучаемой 

системе. 

При выполнении задания требуется выполнить расчеты и 

ответить на следующие вопросы. 

1. Найти средний отклик 
r

y

y

r

p
ip

i





1

. 

2. Найти наиболее вероятные оценки (наилучшую линейную 

несмещенную оценку) коэффициентов модели 
N

yx

b

N

i
iij

j


 1 . 

3. Показать, что эта расчетная формула коэффициентов ре-

грессии является следствием применения общего метода макси-

мального правдоподобия для случая, когда информационная мат-

рица получается из матрицы плана полнофакторного экспери-

мента, столбцы которой попарно ортогональны. 

4. Найти построчные дисперсии 
1

)(

)(
1

2

2










r

yy
r

p
iip

i  и 

дисперсию воспроизводимости .
)1(

)(

)(
1

)(
1 1

2

1

22










 

 rN

yy

N
yS

N

i

r

p
iipN

i
i  

5. По T-критерию Стьюдента проверить значимость коэф-

фициентов регрессии. Для этого найти дисперсию коэффициентов 
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регрессии 
Nr

yS
bS j

)(
)(

2
2  , затем по таблицам распределения веро-

ятностей (см., например, кн.: И.Н. Бронштейн, К.А. Семендяев. 

Справочник по математике для инженеров и учащихся втузов. – 

М.: Наука, Гл. ред. физ.-мат. лит-ры, 1986. – 544 с.) определить 

критическое значение Tкр критерия Стьюдента для степеней сво-

боды f=N(r–1) и уровня значимости =5%. Построить интервал 

длиной )(, jкрjj bSTbbr  , где )( jкрj bSTb  , равный поло-

вине длины доверительного интервала. Если абсолютная величи-

на коэффициента jj bb  , то коэффициент считается значащим. 

6. Проверить адекватность модели на основе критерия 

Фишера. С этой целью вычислить дисперсию адекватности 








N

i
ii yy

mN

r
adS

1

22 )(


, где m – количество членов аппрокси-

мирующего полинома, учитывая и свободный член, а iy


 – значе-

ние функции отклика, вычисленное по принятой функции регрес-

сии. Вычислить значение критерия Фишера 
)(2

2

yS

adS
F  . Из таб-

лиц найти критическое значение критерия Фишера Fкр для сте-

пеней свободы Fад=N–m, fk=N(r–1) и заданного уровня значимо-

сти =5%. При выполнении условия F<Fкр модель признается 

адекватной. 

7. Вычислить коэффициент множественной корреляции: 














N

i
i

N

i
ii

yy

yy

R

1

2

1

2

)(

)(

1



. Если R близко к единице, то уравнение ре-

грессии хорошо описывает экспериментальные данные. 
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2. Таблицы плана и результатов эксперимента: 

 

1. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 58 50  

2 + - + + - + - - 6 12  

3 + + - + - - + - 8 9  

4 + - - + + - - + 0 2  

5 + + + - + - - - 14 15  

6 + - + - - - + + 0 -2  

7 + + - - - + - + 2 3  

8 + - - - + + + - -3 -4  

 

2. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 95 89  

2 + - + + - + - - 7 8  

3 + + - + - - + - 9 6  

4 + - - + + - - + -1 2  

5 + + + - + - - - 15 11  

6 + - + - - - + + -3 -4  

7 + + - - - + - + 0 3  

8 + - - - + + + - 0 -4  

 

3. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 95 98  

2 + - + + - + - - 18 21  

3 + + - + - - + - 17 21  

4 + - - + + - - + -1 -2  

5 + + + - + - - - 30 36  

6 + - + - - - + + -3 -5  

7 + + - - - + - + 4 6  

8 + - - - + + + - -8 -10  
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4. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 148 150  

2 + - + + - + - - -100 -110  

3 + + - + - - + - -116 -104  

4 + - - + + - - + 104 103  

5 + + + - + - - - -110 -114  

6 + - + - - - + + 89 99  

7 + + - - - + - + 88 98  

8 + - - - + + + - -100 -90  

 

5. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 19 22  

2 + - + + - + - - 2 3  

3 + + - + - - + - -2 -3  

4 + - - + + - - + 1 0  

5 + + + - + - - - 1 2  

6 + - + - - - + + -8 -5  

7 + + - - - + - + -7 -6  

8 + - - - + + + - 1 1  

 

6. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 42 39  

2 + - + + - + - - 4 2  

3 + + - + - - + - -1 -3  

4 + - - + + - - + 22 21  

5 + + + - + - - - 1 -2  

6 + - + - - - + + -3 -4  

7 + + - - - + - + -4 -5  

8 + - - - + + + - 1 1  
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7. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 35 39  

2 + - + + - + - - 2 4  

3 + + - + - - + - -2 -3  

4 + - - + + - - + 15 18  

5 + + + - + - - - 1 0  

6 + - + - - - + + 9 6  

7 + + - - - + - + 7 5  

8 + - - - + + + - -1 -1  

 

8. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 2 -1  

2 + - + + - + - - -10 -9  

3 + + - + - - + - -10 -11  

4 + - - + + - - + 2 0  

5 + + + - + - - - 10 9  

6 + - + - - - + + 12 14  

7 + + - - - + - + -10 -9  

8 + - - - + + + - 6 4  

 

 9. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 24 26  

2 + - + + - + - - 8 10  

3 + + - + - - + - 10 13  

4 + - - + + - - + 10 15  

5 + + + - + - - - 11 16  

6 + - + - - - + + 4 7  

7 + + - - - + - + 0 -3  

8 + - - - + + + - 8 7  
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10. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 100 110  

2 + - + + - + - - 76 80  

3 + + - + - - + - 25 29  

4 + - - + + - - + 34 40  

5 + + + - + - - - -2 -4  

6 + - + - - - + + 21 26  

7 + + - - - + - + -43 -50  

8 + - - - + + + - -65 -70  

 

11. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 34 38  

2 + - + + - + - - -2 -4  

3 + + - + - - + - -18 -24  

4 + - - + + - - + 32 40  

5 + + + - + - - - -12 -16  

6 + - + - - - + + -2 -6  

7 + + - - - + - + -26 -32  

8 + - - - + + + - -8 -10  

 

12. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 290 300  

2 + - + + - + - - 255 260  

3 + + - + - - + - 295 298  

4 + - - + + - - + 264 275  

5 + + + - + - - - 289 296  

6 + - + - - - + + 254 270  

7 + + - - - + - + 296 304  

8 + - - - + + + - 255 248  

 

 



 207 

 

13. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 120 134  

2 + - + + - + - - 40 42  

3 + + - + - - + - 18 20  

4 + - - + + - - + -20 -26  

5 + + + - + - - - 70 80  

6 + - + - - - + + -4 0  

7 + + - - - + - + -18 -16  

8 + - - - + + + - -50 -60  

 

14. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 46 42  

2 + - + + - + - - -2 -1  

3 + + - + - - + - -4 -2  

4 + - - + + - - + -2 -1  

5 + + + - + - - - 8 7  

6 + - + - - - + + -4 -2  

7 + + - - - + - + 3 6  

8 + - - - + + + - 10 8  

 

15. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 40 44  

2 + - + + - + - - 22 20  

3 + + - + - - + - 18 16  

4 + - - + + - - + 6 4  

5 + + + - + - - - 20 22  

6 + - + - - - + + 3 6  

7 + + - - - + - + 6 8  

8 + - - - + + + - -12 -10  
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16. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 440 400  

2 + - + + - + - - 114 96  

3 + + - + - - + - 112 106  

4 + - - + + - - + -50 -46  

5 + + + - + - - - 210 220  

6 + - + - - - + + -6 -4  

7 + + - - - + - + 36 50  

8 + - - - + + + - -26 -18  

 

17. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 2 4  

2 + - + + - + - - -18 -20  

3 + + - + - - + - -16 -20  

4 + - - + + - - + 8 12  

5 + + + - + - - - 2 3  

6 + - + - - - + + -6 -5  

7 + + - - - + - + 0 -1  

8 + - - - + + + - 28 26  

 

18. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 80 90  

2 + - + + - + - - 40 50  

3 + + - + - - + - -45 -48  

4 + - - + + - - + -66 -65  

5 + + + - + - - - 8 9  

6 + - + - - - + + -18 -17  

7 + + - - - + - + 4 2  

8 + - - - + + + - -10 -12  
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19. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 84 91  

2 + - + + - + - - -48 -52  

3 + + - + - - + - -30 -34  

4 + - - + + - - + 14 16  

5 + + + - + - - - -66 -60  

6 + - + - - - + + 45 46  

7 + + - - - + - + 21 23  

8 + - - - + + + - -15 -12  

 

20. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 110 106  

2 + - + + - + - - 108 102  

3 + + - + - - + - 101 110  

4 + - - + + - - + 97 90  

5 + + + - + - - - 101 110  

6 + - + - - - + + 98 100  

7 + + - - - + - + 95 98  

8 + - - - + + + - 92 93  

 

 21. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + -290 -300  

2 + - + + - + - - -450 -440  

3 + + - + - - + - -290 -300  

4 + - - + + - - + -450 -460  

5 + + + - + - - - -290 -300  

6 + - + - - - + + -450 -440  

7 + + - - - + - + -290 -300  

8 + - - - + + + - -450 -460  
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22. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 13 15  

2 + - + + - + - - 3 1  

3 + + - + - - + - -1 1  

4 + - - + + - - + 7 3  

5 + + + - + - - - 7 5  

6 + - + - - - + + -5 -7  

7 + + - - - + - + -10 -6  

8 + - - - + + + - -5 -3  

 

23. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + 30 32  

2 + - + + - + - - 18 20  

3 + + - + - - + - 16 18  

4 + - - + + - - + 20 22  

5 + + + - + - - - 22 24  

6 + - + - - - + + 10 12  

7 + + - - - + - + 8 10  

8 + - - - + + + - 12 14  

 

24. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + -2 -1  

2 + - + + - + - - -2 -1  

3 + + - + - - + - -10 -13  

4 + - - + + - - + -10 -13  

5 + + + - + - - - -14 -12  

6 + - + - - - + + -15 -14  

7 + + - - - + - + -15 -15  

8 + - - - + + + - -15 -14  
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25. 
№ то-

чек 

плана 

Факторы Параметры оптими-

зации 

b0, 

j=0 

X1, 

j=1 

X2, 

j=2 

X3, 

j=3 

X1X2, 

j=4 

X2X3, 

j=5 

X3X1, 

j=6 

X1X2X3, 

j=7 

/

iy
, 

p=1 

//

iy
, 

p=2 

iy
 

1 + + + + + + + + -15 -14  

2 + - + + - + - - -15 -15  

3 + + - + - - + - -15 -13  

4 + - - + + - - + -10 -13  

5 + + + - + - - - -10 -13  

6 + - + - - - + + -7 -4  

7 + + - - - + - + -5 -5  

8 + - - - + + + - -2 -1  

 

 

 


