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Методические указания по выполнению контрольных работ.
Перед выполнением работы студент должен ознакомиться с содержанием разделов изучаемой математической дисциплины, на освоение которых ориентирована выполняемая контрольная работа (см. методические материалы, выданные каждому студенту в электронном виде на установочной сессии). Необходимую учебную литературу студент может найти и в рабочей программе по дисциплине «Математическое моделирование» (в программе указана как основная, так и дополнительная литература).

Контрольная выполняется в отдельной тетради, на обложке которой должны быть указаны: дисциплина, шифр студента, курс, фамилия, имя и отчество. На обложке вверху справа указывается фамилия и инициалы преподавателя-рецензента.  В конце работы студент ставит свою подпись и дату выполнения работы.

В каждом задании надо выписать его условие и данные своего варианта, подробно изложить теоретический материал: 

1. построение соответствующей заданию математической модели (используемые законы, принципы, критерии и т.п.), 

2. вывести необходимые соотношения и сформулировать постановку математической задачи, 

3. пояснить ход исследования в соответствие с заданием, 
4. дать комментарии к вычислениям, иллюстрациям, интерпретацию полученным результатам и оценку адекватности построенной модели. 

Для аналитических преобразований и вычислений рекомендуется использовать пакет аналитических вычислений maxima. После каждого задания следует оставлять место для замечаний преподавателя-рецензента.  В случае невыполнения этих требований преподаватель возвращает работу для доработки без ее проверки. В конце работы следует привести список используемой литературы.
Введение. Основные понятия и определения.

Моделирование в научных исследованиях стало применяться еще в глубокой древности и постепенно захватывало все новые области научных знаний: техническое конструирование, строительство и архитектуру, астрономию, физику, химию, биологию и, наконец, общественные науки. Большие успехи и признание практически во всех отраслях современной науки принес методу моделирования ХХ в. Однако методология моделирования долгое время развивалась независимо отдельными науками. Отсутствовала единая система понятий, единая терминология. Лишь постепенно стала осознаваться роль моделирования как универсального метода научного познания. Термин "модель" широко используется в различных сферах человеческой деятельности и имеет множество смысловых значений. 

Модель - объект или описание объекта, системы для замещения (при определенных условиях предложениях, гипотезах) одной системы (т.е. оригинала) другой системы для изучения оригинала или воспроизведения его каких - либо свойств. Модель - результат отображения одной структуры на другую. 

Под моделированием понимается процесс построения, изучения и применения моделей. Оно тесно связано с такими категориями, как абстракция, аналогия, гипотеза и др. Процесс моделирования обязательно включает и построение абстракций, и умозаключения по аналогии, и конструирование научных гипотез. Главная особенность моделирования в том, что это метод опосредованного познания с помощью объектов-заместителей. Модель выступает как своеобразный инструмент познания, который исследователь ставит между собой и объектом и с помощью которого изучает интересующий его объект. Именно эта особенность метода моделирования определяет специфические формы использования абстракций, аналогий, гипотез, других категорий и методов познания. 

Возможности моделирования, то есть перенос результатов, полученных в ходе построения и исследования модели, на оригинал основаны на том, что модель в определенном смысле отображает (воспроизводит, моделирует, описывает, имитирует) некоторые интересующие исследователя черты объекта. Моделирование как форма отражения действительности широко распространено, и достаточно полная классификация возможных видов моделирования крайне затруднительна, хотя бы в силу многозначности понятия "модель", широко используемого не только в науке и технике, но и в искусстве, и в повседневной жизни. 

Применительно к естественным и техническим наукам принято различать следующие виды моделирования:

· концептуальное моделирование, при котором совокупность уже известных фактов или представлений относительно исследуемого объекта или системы истолковывается с помощью некоторых специальных знаков, символов, операций над ними или с помощью естественного или искусственного языков; 

· физическое моделирование, при котором модель и моделируемый объект представляют собой реальные объекты или процессы единой или различной физической природы, причем между процессами в объекте-оригинале и в модели выполняются некоторые соотношения подобия, вытекающие из схожести физических явлений; 

· структурно-функциональное моделирование, при котором моделями являются схемы (блок-схемы), графики, чертежи, диаграммы, таблицы, рисунки, дополненные специальными правилами их объединения и преобразования; 

· математическое (логико-математическое) моделирование, при котором моделирование, включая построение модели, осуществляется средствами математики и логики;

· имитационное (программное) моделирование, при котором логико-математическая модель исследуемого объекта представляет собой алгоритм функционирования объекта, реализованный в виде программного комплекса для компьютера.

Разумеется, перечисленные выше виды моделирования не являются взаимоисключающими и могут применяться при исследовании сложных объектов либо одновременно, либо в некоторой комбинации. Кроме того, в некотором смысле концептуальное и, скажем, структурно-функциональное моделирование неразличимы между собой, так как те же блок-схемы, конечно же, являются специальными знаками с установленными операциями над ними. 

Компьютерное моделирование

Традиционно под моделированием на ЭВМ понималось лишь имитационное моделирование. Можно, однако, увидеть, что и при других видах моделирования компьютер может быть весьма полезен, за исключением разве физического моделирования, где компьютер вообще-то тоже может использоваться, но, скорее, для целей управления процессом моделирования. Например при математическом моделировании выполнение одного из основных этапов - построение математических моделей по экспериментальным данным - в настоящее время просто немыслимо без компьютера. В последние годы, благодаря развитию графического интерфейса и графических пакетов, широкое развитие получило компьютерное, структурно-функциональное моделирование, о котором подробно поговорим ниже. Положено начало использованию компьютера даже при концептуальном моделировании, где он используется, например, при построении систем искусственного интеллекта. 

Таким образом, мы видим, что понятие "компьютерное моделирование" значительно шире традиционного понятия "моделирование на ЭВМ" и нуждается в уточнении, учитывающем сегодняшние реалии. 
Начнем с термина "компьютерная модель". 

В настоящее время под компьютерной моделью чаще всего понимают:

· условный образ объекта или некоторой системы объектов (или процессов), описанный с помощью взаимосвязанных компьютерных таблиц, блок-схем, диаграмм, графиков, рисунков, анимационных фрагментов, гипертекстов и т. д. и отображающий структуру и взаимосвязи между элементами объекта. Компьютерные модели такого вида мы будем называть структурно-функциональными;

· отдельную программу, совокупность программ, программный комплекс, позволяющий с помощью последовательности вычислений и графического отображения их результатов, воспроизводить (имитировать) процессы функционирования объекта, системы объектов при условии воздействия на объект различных, как правило случайных, факторов. Такие модели мы будем далее называть имитационными моделями.

Компьютерное моделирование - метод решения задачи анализа или синтеза сложной системы на основе использования ее компьютерной модели. 

Суть компьютерного моделирования заключена в получении количественных и качественных результатов по имеющейся модели. Качественные выводы, получаемые по результатам анализа, позволяют обнаружить неизвестные ранее свойства сложной системы: ее структуру, динамику развития, устойчивость, целостность и др. Количественные выводы в основном носят характер прогноза некоторых будущих или объяснения прошлых значений переменных, характеризирующих систему. Компьютерное моделирование для рождения новой информации использует любую информацию, которую можно актуализировать с помощью ЭВМ. 

Основные функции компьютера при моделировании: 
· выполнять роль вспомогательного средства для решения задач, решаемых обычными вычислительными средствами, алгоритмами, технологиями; 

· выполнять роль средства постановки и решения новых задач, не решаемых традиционными средствами, алгоритмами, технологиями; 

· выполнять роль средства конструирования компьютерных обучающе - моделирующих сред; 

· выполнять роль средства моделирования для получения новых знаний; 

· выполнять роль "обучения" новых моделей (самообучающиеся модели). 

Разновидностью компьютерного моделирования является вычислительный эксперимент. 
Компьютерное моделирование, вычислительный эксперимент становится новым инструментом, методом научного познания, новой технологией также из-за возрастающей необходимости перехода от исследования линейных математических моделей систем .

Предметом компьютерного моделирования могут быть: экономическая деятельность фирмы или банка, промышленное предприятие, информационно-вычислительная сеть, технологический процесс, любой реальный объект или процесс, например процесс инфляции, и вообще - любая Сложная Система. Цели компьютерного моделирования могут быть различными, однако наиболее часто моделирование является, как уже отмечалось ранее, центральной процедурой системного анализа, причем под системным анализом мы далее понимаем совокупность методологических средств, используемых для подготовки и принятия решений экономического, организационного, социального или технического характера. 

Компьютерная модель сложной системы должна по возможности отображать все основные факторы и взаимосвязи, характеризующие реальные ситуации, критерии и ограничения. Модель должна быть достаточно универсальной, чтобы по возможности описывать близкие по назначению объекты, и в то же время достаточно простой, чтобы позволить выполнить необходимые исследования с разумными затратами. 

Все это говорит о том, что моделирование, рассматриваемое в целом, представляет собой скорее искусство, чем сформировавшуюся науку с самостоятельным набором средств отображения явлений и процессов реального мира.

Общая классификация моделей

Отображая физическую систему (объект) на математическую систему (например, математический аппарат уравнений) получим физико - математическую модель системы или математическую модель физической системы. В частности, физиологическая система - система кровообращения человека, подчиняется некоторым законам термодинамики и описав эту систему на физическом (термодинамическом) языке получим физическую, термодинамическую модель физиологической системы. Если записать эти законы на математическом языке, например, выписать соответствующие термодинамические уравнения, то получим математическую модель системы кровообращения. Эту модель можно назвать физиолого - физико - математической моделью или физико - математической моделью. 

Модели, если отвлечься от областей, сфер их применения, бывают трех типов: познавательные, прагматические и инструментальные.

· Познавательная модель - форма организации и представления знаний, средство соединение новых и старых знаний. Познавательная модель, как правило, подгоняется под реальность и является теоретической моделью. 

· Прагматическая модель - средство организации практических действий, рабочего представления целей системы для ее управления. Реальность в них подгоняется под некоторую прагматическую модель. Это, как правило, прикладные модели. 

· Инструментальная модель - является средством построения, исследования и/или использования прагматических и/или познавательных моделей.

Познавательные отражают существующие, а прагматические - хоть и не существующие, но желаемые и, возможно, исполнимые отношения и связи.

По уровню, "глубине" моделирования модели бывают эмпирические - на основе эмпирических фактов, зависимостей, теоретические - на основе математических описаний и смешанные, полуэмпирические - использующие эмпирические зависимости и математические описания. 

Требования к модели

Основные требования к модели: 

· наглядность построения; 

· обозримость основных свойств и отношений; 

· доступность ее для исследования или воспроизведения; 

· простота исследования, воспроизведения; 

· сохранение информации, содержавшиеся в оригинале (с точностью рассматриваемых при построении модели гипотез) и получение новой информации. 

Проблема моделирования состоит из трех задач:

· построение модели (эта задача менее формализуема и конструктивна, в том смысле, что нет алгоритма для построения моделей);

· исследование модели (эта задача более формализуема, имеются методы исследования различных классов моделей);

· использование модели (конструктивная и конкретизируемая задача).

Свойства модели: 

· конечность: модель отображает оригинал лишь в конечном числе его отношений и, кроме того, ресурсы моделирования конечны;

· упрощенность: модель отображает только существенные стороны объекта;

· приблизительность: действительность отображается моделью грубо или приблизительно;

· адекватность: модель успешно описывает моделируемую систему;

· информативность: модель должна содержать достаточную информацию о системе - в рамках гипотез, принятых при построении модели. 

Математическое моделирование

Математическая модель М описывающая ситему S (x1,x2,...,xn; R), имеет вид: М=(z1,z2,...,zm; Q), где ziZ, i=1,2,...,n, Q, R - множества отношений над X - множеством входных, выходных сигналов и состояний системы и Z - множеством описаний, представлений элементов и подмножеств X, соответственно.

Модель включает в себя: объект О, субъект (не обязательный) А, задачу Z, ресурсы B, среду моделирования С. 

Модель М называется статической, если среди xi нет временного параметра t. Статическая модель в каждый момент времени дает лишь "фотографию" сиcтемы, ее срез.

Модель - динамическая, если среди xi есть временной параметр, т.е. она отображает систему (процессы в системе) во времени.

Модель - дискретная, если она описывает поведение системы только в дискретные моменты времени.

Модель - непрерывная, если она описывает поведение системы для всех моментов времени из некоторого промежутка времени.

Модель - имитационная, если она предназначена для испытания или изучения, проигрывания возможных путей развития и поведения объекта путем варьирования некоторых или всех параметров xi модели М.

Модель - детерминированная, если каждому входному набору параметров соответствует вполне определенный и однозначно определяемый набор выходных параметров; в противном случае - модель недетерминированная, стохастическая (вероятностная).

Можно говорить о различных режимах использования моделей - об имитационном режиме, о стохастическом режиме и т. д.

Жизненный цикл моделируемой системы

1. Сбор информации об объекте, выдвижение гипотез, предмодельный анализ;

2. Проектирование структуры и состава моделей (подмоделей);

3. Построение спецификаций модели, разработка и отладка отдельных подмоделей, сборка модели в целом, идентификация (если это нужно) параметров моделей;

4. Исследование модели - выбор метода исследования и разработка алгоритма (программы) моделирования;

5. Исследование адекватности, устойчивости, чувствительности модели;

6. Оценка средств моделирования (затраченных ресурсов);

7. Интерпретация, анализ результатов моделирования и установление некоторых причинно - следственных связей в исследуемой системе;

8. Генерация отчетов и проектных (народно - хозяйственных) решений;

9. Уточнение, модификация модели, если это необходимо, и возврат к исследуемой системе с новыми знаниями, полученными с помощью моделирования.

Операции над моделями

Основными операциями, используемыми над моделями являются:

1. Линеаризация. Пусть М=М(X,Y,A), где X - множество входов, Y - выходов, А - состояний системы. Схематически можно это изобразить: X  A Y
Если X, Y, A - линейные пространства (множества), а - линейные операторы, то система (модель) называется линейной. Другие системы (модели) - нелинейные. Нелинейные системы трудно поддаются исследованию, поэтому их часто линеаризуют - сводят к линейным каким-то образом.

2. Идентификация. Пусть М=М(X,Y,A), A={ai}, ai=(ai1,ai2,...,aik) - вектор состояния объекта (системы). Если вектор ai зависит от некоторых неизвестных параметров, то задача идентификации (модели, параметров модели) состоит в определении по некоторым дополнительным условиям, например, экспериментальным данным, характеризующим состояние системы в некоторых случаях. Идентификация - решение задачи построения по результатам наблюдений математических моделей, описывающих адекватно поведение реальной системы.

3. Агрегирование. Операция состоит в преобразовании (сведении) модели к модели (моделям) меньшей размерности (X, Y, A). 

4. Декомпозиция. Операция состоит в разделении системы (модели) на подсистемы (подмодели) с сохранением структур и принадлежности одних элементов и подсистем другим.

5. Сборка. Операция состоит в преобразовании системы, модели, реализующей поставленную цель из заданных или определяемых подмоделей (структурно связанных и устойчивых).

6. Макетирование. Эта операция состоит в апробации, исследовании структурной связности, сложности, устойчивости с помощью макетов или подмоделей упрощенного вида, у которых функциональная часть упрощена (хотя вход и выход подмоделей сохранены).

7. Экспертиза, экспертное оценивание. Операция или процедура использования опыта, знаний, интуиции, интеллекта экспертов для исследования или моделирования плохо структурируемых, плохо формализуемых подсистем исследуемой системы.

8. Вычислительный эксперимент. Это эксперимент, осуществляемый с помощью модели на ЭВМ с целью распределения, прогноза тех или иных состояний системы, реакции на те или иные входные сигналы. Прибором эксперимента здесь является компьютер (и модель!).

Применение моделей

Модели и моделирование применяются по следующим основным и важным направлениям.

1. Обучение (как моделям, моделированию, так и самих моделей).

2. Познание и разработка теории исследуемых систем - с помощью каких - то моделей, моделирования, результатов моделирования.

3. Прогнозирование (выходных данных, ситуаций, состояний системы).

4. Управление (системой в целом, отдельными подсистемами системы, выработка управленческих решений и стратегий).

5. Автоматизация (системы или отдельных подсистем системы). 

В базовой четверке информатики: "модель - алгоритм - компьютер - технология" при компьютерном моделировании главную роль играют уже алгоритм (программа), компьютер и технология (точнее, инструментальные системы для компьютера, компьютерные технологии). 
Например, при имитационном моделировании (при отсутствии строгого и формально записанного алгоритма) главную роль играют технология и средства моделирования; аналогично и в когнитивной графике. 

 Этапы построения модели

Введение

Необходимость использования метода моделирования определяется тем, что многие объекты (или проблемы, относящиеся к этим объектам) непосредственно исследовать или вовсе невозможно, или же это исследование требует много времени и средств.

Для понимания сущности моделирования важно не упускать из виду, что моделирование - не единственный источник знаний об объекте. Процесс моделирования "погружен" в более общий процесс познания. Это обстоятельство учитывается не только на этапе построения модели, но и на завершающей стадии, когда происходит объединение и обобщение результатов исследования, получаемых на основе многообразных средств познания.

Для моделирования существенно объединение дифференциального (атомистического) и структурно-целостного подходов, диалектическое единство анализа и синтеза при исследовании изучаемых явлений. Моделирование заключается в имитации изучаемого явления. Точность имитации определяется путем сравнения полученного при воспроизведении результата с его прототипом, объектом исследования, и оценки степени их сходства.

В целом, моделирование включает в себя три необходимых этапа: анализ объекта исследования, построение (синтез) модели, получение результата и его оценка путем сравнения с объектом.
Рассмотрим более детально эти этапы.

Анализ объекта моделирования

В основу модели при ее формировании кладутся некоторые первоначальные знания об объекте, закономерности, устанавливающие свойства этого объекта (или класса объектов), его характеристики, особенности связи между составляющими объект, элементами. Получение этих знаний и их уточнение и являются содержанием первого этапа моделирования. 

На этом этапе формируется возможно более полное описание объекта: выделяются его элементы, устанавливаются связи между ними, вычленяются существенные для исследования характеристики, выявляются параметры, изменение которых влияет или может влиять на объект. 
На том же этапе формируются, подлежащие последующей проверке гипотезы о закономерностях, присущих изучаемому объекту, о характере влияния на него изменения тех или иных параметров и связей между его элементами.

На том же этапе исходные предположения переводятся на четкий однозначный язык количественных отношений и устраняется нечеткие, неоднозначные высказывания или определения, которые заменяются, быть может, и приближенными, но четкими,; не- допускающими различных толкований высказываниями

Формирование (синтез) модели

Формирование (синтез) модели представляет собой второй этап моделирования. На этом этапе в соответствии с задачами исследования осуществляется воспроизведение, или имитация, объекта на ЭВМ с помощью программы, которая включает в себя закономерности и другие исходные данные, полученные на этапе анализа. Структура модели, существенно зависит от задач исследования.. Так, например, если проверяется полнота и правильность наших знаний об объекте, последний имитируется с использованием, всех известных исходных соотношений. Если же задача, заключается ,в проверке некоторых предположений и степени; их общности, то именно эти предположения вводятся в программу и в результате имитации получаются объекты, которые лишь частично отражают реальные свойства имитируемого объекта.

Оценка результатов

Оценка результатов, заключается, в установлении адекватности модели и объекта исследования - в определении степени близости,, сходства, машинных и человеческих действий или их результатов. При этом существенно не "абсолютное качествo" машинных результатов, а степень сходства с объектом исследования. Так, при моделировании музыкальных сочинений важно нe то, чтобы машинная музыка была "лучше" музыки композиторов-классиков, а чтобы она была похожа на ту, которая исследуется, и - в идеале - была от нее неотличима (по эмоциональности, по выразительности, по синтаксической сложности, принадлежности к типу, стилю и т. п.). 

Успешный результат сравнения (оценки) исследуемого объекта с моделью свидетельствует о достаточной степени изученности объекта, о правильности принципов, положенных в основу моделирования, и о том, что алгоритм, моделирующий объект, не содержит ошибок, т. е. о том, что созданная модель работоспособна. Такая модель может быть использована для дальнейших более глубоких исследований объекта в различных новых условиях, в которых реальный объект еще не изучался.

Чаще, однако, первые результаты моделирования не удовлетворяют предъявленным требованиям. Это означает, что по крайней мере в одной из перечисленных выше позиций (изученность объекта, исходные принципы, алгоритм) имеются дефекты. Это требует проведения дополнительных исследовании и соответствующего изменения машинной программы, после чего снова повторяются второй и третий этапы. Процедура повторяется до получения надежных результатов.

Этап оценки модели является важным этапом моделирования. В зависимости от характера объекта исследования и поставленных задач применяются различные методы оценки модели. Особенно большое значение имеет правильная оценка модели, когда моделирование, используется для проверки гипотез, а также когда объекты недостаточно формализованы и нет строгого объективного критерия сходства объекта и модели. С подобной ситуацией часто приходится встречаться при моделировании интеллектуальных, творческих процессов. 

Модель должна обладать существенными признаками объекта моделирования. Иначе говоря, модель и объект должны быть неотличимы по этим признакам, которые выбираются, вообще говоря, исследователем в зависимости от цели и. задачи исследования. Так, чучело птицы моделирует внешний вид птицы, но не моделирует ее динамического состояния, например полета. Самолет-орнитоптер (летательный -аппарат с машущими, крыльями) не моделирует внешнего вида птицы, зато моделирует ее полет. При моделировании творчества также имитируются лишь отдельные стороны объекта, наиболее интересные (или доступные) для исследователя.

Наличие существенных для объекта признаков в модели определяется по-разному, в зависимости от его вида. В одних случаях эти признаки обнаруживаются непосредственно: например, в модели гармонизации - путем отыскания ошибок, в модели шахматиста (шахматной программе) - по результатам игры с настоящими шахматистами. В других случаях существенные признаки оказываются "скрытыми" и для их отыскания приходится прибегать к специальному эксперименту.

 


Процесс построения моделей может быть условно разбит на следующие этапы.


1. Конструирование модели начинается со словесно-смыслового описания объекта или явления. Помимо сведений общего характера о природе объекта и целях его исследования эта стадия может содержать также некоторые предположения (невесомый стержень, толстый слой вещества, прямолинейное распространение световых лучей и т.д.). Данный этап можно назвать формулировкой предмодели.


2. Следующий этап – завершение идеализации объекта. Отбрасывают все факторы и эффекты, которые представляются не самыми существенными для его поведения. По возможности идеализирующие предположения записываются в математической форме, с тем чтобы их справедливость поддавалась количественному контролю.


3. После выполнения первых двух этапов можно переходить к выбору или формулировке закона (вариационного принципа, аналогии и т.п.), которому подчиняется объект, и его записи в математической форме. При необходимости используются дополнительные сведения об объекте, также записываемые математически. Следует иметь в виду, что даже для простых объектов выбор соответствующего закона отнюдь не тривиальная задача.


4. Завершает формулировку модели её «оснащение». Например необходимо задать сведения о начальном состоянии объекта (скорость лодки и её массу в момент t = 0) или иные её характеристики, без знания которых невозможно определить поведение объекта. И, наконец, формулируется цель исследования модели.


5. Построенная модель изучается всеми доступными исследователю методами, в том числе со взаимной проверкой различных подходов. В отличие от рассматриваемых в п.п. 1, 2 простейших случаев, большинство моделей не поддаются чисто теоретическому анализу, и поэтому необходимо широко использовать вычислительные методы. Это обстоятельство особенно важно при изучении нелинейных объектов, так как их качественное поведение заранее, как правило, неизвестно.


6. В результате исследования модели не только достигается постановленная цель, но и должна быть установлена всеми возможными способами (сравнением с практикой, сопоставлением с другими подходами) её адекватность – соответствие объекту и сформулированным предположениям. Неадекватная модель может дать результат, сколь угодно отличающийся от истинного, и должна быть либо отброшена, либо соответствующим образом модифицирована.
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Контрольная работа 1. «Математические модели в виде 
обыкновенных дифференциальных уравнений»
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Задание 1.1. Построить математическую модель механической системы, состоящей из пружины с жесткостью k, один конец которой жестко закреплен, а на другом находится тело массой m. Тело скользит по горизонтальному стержню: коэффициент вязкого сопротивления μ. Смещение тела из положения равновесия равно x0.


Найти:

1) амплитуду, частоту и период свободных колебаний механической системы;

2) частоту и период затухающих колебаний системы;

3) уравнение огибающей кривой колебаний;

4) смещение, скорость и ускорение тела в момент времени t для затухающих колебаний.


Построить графики смещения свободных и затухающих колебаний системы в зависимости от времени.

1.1. k = 94 н/м , m = 0,6 кг , μ = 0,52 , x0 = 0,10 м , t1 = 2,5 с; 

1.2. k = 96 н/м , m = 0,7 кг , μ = 0,56 , x0 = 0,12 м , t1 = 2 с; 

1.3. k = 98 н/м , m = 0,8 кг , μ = 0,58 , x0 = 0,14 м , t1 = 3 с; 

1.4. k = 100 н/м , m = 0,9 кг , μ = 0,6 , x0 = 0,10 м , t1 = 3,5 с; 

1.5. k = 102 н/м , m = 1 кг , μ = 0,62 , x0 = 0,11 м , t1 = 4,5 с; 

1.6. k = 104 н/м , m = 1,1 кг , μ = 0,64 , x0 = 0,13 м , t1 = 4 с; 

1.7. k = 106 н/м , m = 1,2 кг , μ = 0,66 , x0 = 0,09 м ,  t1= 5 с; 

1.8. k = 108 н/м , m = 1,3 кг , μ = 0,68 , x0 = 0,15 м , t1 = 3,5 с; 

1.9. k = 110 н/м , m = 1,4 кг , μ = 0,7 , x0 = 0,10 м , t1= 4 с; 

1.10. k = 112 н/м , m = 1,6 кг , μ = 0,72 , x0 = 0,14 м , t1= 5 с. 

Задание 1.2 Построить математическую модель всплытия подводной лодки. Пусть лодка водоизмещением W движется горизонтально со скоростью υ на глубине H от поверхности моря. Средняя плотность лодки ρ1. В момент t0 = 0 лодка начинает всплытие. Сопротивлением воды можно пренебречь.


Определить:

1) время t1, когда лодка всплывет на поверхность моря;

2) расстояние L, которое пройдет лодка в горизонтальном направлении до момента всплытия;

3) вертикальную скорость u лодки;

4) траекторию движения подводной лодки в координатах (l, h); 

5) тип соответствующей кривой.

Плотность воды принять равной ρ0 = 10-3 кг/м3. Сделать чертеж.

1. W = 1150 т, υ = 15 км/ч, Н = 300м, ρ1 = 0,5∙10-3 кг/м3;

2. W = 1280 т, υ = 20 км/ч, Н = 350 м, ρ1 = 0,6∙10-3 кг/м3;

3. W = 1200 т, υ = 25 км/ч, Н = 250 м, ρ1 = 0,8∙10-3 кг/м3;

4. W = 1360 т, υ = 18 км/ч, Н = 280 м, ρ1 = 0,7∙10-3 кг/м3;

5. W = 1420 т, υ = 16 км/ч, Н = 320 м, ρ1 = 0,65∙10-3 кг/м3;

6. W = 1170 т, υ = 22 км/ч, Н = 260 м, ρ1 = 0,85∙10-3 кг/м3;

7. W = 1500 т, υ = 17 км/ч, Н = 310 м, ρ1 = 0,55∙10-3 кг/м3;

8. W = 1800 т, υ = 24 км/ч, Н = 330 м, ρ1 = 0,75∙10-3 кг/м3;

9. W = 1600 т, υ = 19 км/ч, Н = 340 м, ρ1 = 0,6∙10-3 кг/м3;

10. W = 1700 т, υ = 25 км/ч, Н = 280 м, ρ1 = 0,8∙10-3 кг/м3.

Контрольная работа № 2. «Вариационные принципы. Стохастические модели.»
 (Л.Т. Моисеева, МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ ПРОЦЕССОВ В МАШИНОСТРОЕНИИ. См. МетМатМодМоисеева.doc)

Вариационные принципы.

Задание 2.1. Пусть заданы координаты точек А и С. Точка В лежит на прямой y=0. Используя вариационные принципы построения математических моделей, найти:

1) условие, при котором ломаная АВС имеет наименьшую длину;

2)  числовое значение этого условия;

3) наименьшую длину ломаной АВС.

	3.1. А(-5;10), С(25;15);

3.2. А(5;15), С(30;5);

3.3. А(0;5), С(25;10);

3.4. А(-10;15), С(20;10);

3.5. А(5;10), С(30;15);


	3.6. А(-5;5), С(15;15);

3.7. А(-10;5), С(20;15);

3.8. А(0;10), С(25;5);

3.9. А(5;5), С(30;10);

3.10. А(-5;15), С(25;10).





Стохастические модели
В практике современных исследований сложных систем, явлений, объектов широкое распространение получили методы математического моделирования и на их основе – вычислительные эксперименты.

Важнейшим классом математических моделей являются так называемые эмпирические модели.

Исходными данными для разработки эмпирических моделей являются экспериментальные данные, полученные в результате проведения экспериментальные данные, полученные в результате проведения экспериментов с целью выявления значений параметров исследуемых явлений, процессов или объектов.

Эмпирические модели являются наиболее эффективным средством представления результатов экспериментов в системах математического моделирования.

Предполагается, что имеющиеся экспериментальные данные дают достаточно информации для построения математической модели изучаемого явления, процесса или объекта.

На основании экспериментальных результатов требуется построить математическую модель системы, то есть описать изучаемую систему (явление, процесс, объект) некоторыми математическими соотношениями, создать математическую модель системы. В большинстве случаев экспериментальные данные представляют собой случайные величины.

Во многих задачах требуется установить и оценить зависимость случайной величины Y от одной или нескольких других случайных величины X.

Пусть изучается система двух количественных случайных признаков (X, Y) некоторого процесса, явления или объекта, когда обе величины X и Y или одна из них подвержены действию случайных факторов. В этом случае между величинами X и Y имеет место стохастическая  зависимость. Требуется установить аналитическое выражение этой зависимости, то есть составить математическую модель процесса.

Чтобы получить заданную зависимость, необходимо иметь выборку её наблюдений. Такой выборкой являются результаты n независимых экспериментов, представленные n парами случайных значений (x1, y1), (x2, y2),… (x1, y1) экспериментальных (статистических) данных.

Математическая модель, построенная на основе имеющейся выборки (xi, yi), i=1,…,n экспериментальных (статистических) данных имеет вид:
Y=f(x)

И представляет собой так называемое  уравнение парной регрессии. В этом уравнении Y называют зависимой переменной (или результативным признаком); x –независимой, или объясняющей переменной (признак-фактор).

Уравнение парной регрессии широко используется во многих прикладных задачах, в частности, при построение математических моделей  разнообразных по своему характеру задачах экономики.

Любое экономическое исследование начинается со спецификации модели, то есть с формулировки вида модели, исходя из соответствующей теории связи между переменными. Прежде всего из всего круга факторов, влияющих на результативный признак (Y) выделяют наиболее существенно влияющие факторы. Парная регрессия достаточна, если имеется доминирующий фактор, который и используется в качестве объясняющей переменной (x). Уравнение простой регрессии характеризует связь между двумя переменными, которая проявляется как некоторая закономерность лишь в среднем по совокупности наблюдений. Практически в каждом отдельном случае фактическая величина результативного признака (yi) складывается из теоретического значения результативного признака yi(xi,),  найденного из уравнения регрессии, и случайной величины εi, характеризующей отклонение фактического значения результативно признака Yi от его расчетного значения yi(xi,). Случайная величина (возмущение) εi включает влияние неучтенных в модели факторов. Её  наличие вызвано тремя источниками: спецификацией модели, выборочным характером эмпирических данных, особенно измерения переменных величин. Величина случайных ошибок εi зависит от правильного осуществления этапа спецификации модели. Предполагая, что ошибки измерения переменных сведены к минимуму, основное внимание уделяется ошибкам спецификации модели.

Выбор математической функции y=f(x) в случае парной регрессии может быть осуществлен  тремя способами: графическим, аналитическим (то есть из теории изучаемой взаимосвязи) и экспериментальным.

Аналитический метод выбора типа уравнения регрессии основан на изучении материальной природы связи изучаемых признаков.

При компьютерной обработки исходной информации, предназначенной для выбора вида уравнения регрессии, такой выбор обычно осуществляется экспериментальным методом, то есть путем сравнения величины остаточной дисперсии
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рассчитываемой для разных моделей.

Чем меньше величина остаточной дисперсии, тем в меньшей мере имеет место влияние не учитываемых в уравнение регрессии факторов, тем лучше уравнение регрессии подходит к исходным данным. При обработке на компьютере исходных статистических данных в автоматическом режиме перебираются разные математические функции и из них выбирается та, для которой остаточная дисперсия является наименьшей.

Если остаточная дисперсия оказывается примерно одинаковой для нескольких функций, то предпочтение отдается более простым видам функций, поскольку они в большей степени поддается интерпретации и требуют меньшего объема наблюдений. Если вид функции усложняется, то требуется увеличение объема наблюдений, поскольку, как показывают результаты многих исследований, число наблюдений должно в 6-7 раз превышать число рассчитываемых параметров при переменной x. Так каждый параметр при x должен рассчитываться хотя бы по 7 наблюдениям. Если, например, в качестве математической модели исследуемого явления, процесса, объекта выбирается парабола второй степени 
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, то требуемой исходный объем информации должен содержать не менее 14 наблюдений. При выборе спецификации модели предпочтительнее модель с меньшим числом параметром при x.

При изучении зависимости между двумя переменными достаточно удобен и поэтому широко применяется геометрический метод подбора вида уравнения регрессии, который заключается в следующем.
Пусть имеются два ряда эмпиричеcких данных x(x1,x2,…,xn) и y(y1,y2,…,yn).Соответствующие им точки с координатами  (xi,yi), i=1,…,n, изображаются координатной плоскости. Такое изображение исходной статической зависимости называется полем корреляции. По расположению эмпирических точек поля корреляции делается предположение (высказывается гипотеза) о наличии предельного вида регрессивной зависимости. Между переменными x и y, то есть о математической модели изучаемого явления, процесса, объекта.

При количественной оценки связей между двумя переменными x и y на практике широко используются   математические функции вида:
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и  ряд других функций.

Эффективным методом отыскания значений неизвестных коэффициентов (параметров) таких функций является метод наименьших квадратов (МНК).

Согласно методу наименьших квадратов неизвестные параметры принятой математической модели выбираются таким образом, чтобы сумма квадратов отклонений эмпирических значений yi от  значений yi (xi), найденных по уравнению регрессии была минимальной: 
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Оценим параметры a0, a1 в случае линейной парной регрессии 
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, используя для этого метод наименьших квадратов.

Следует отметить, что для оценки параметров a0 и a1 возможны и другие подходы. Так, например, согласно методу наименьших модулей следует минимизировать суму абсолютных значений 
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Однако метод наименьших квадратов существенно проще при проведении вычислительной процедуры и дает хорошие по статистическим свойствам оценки. Этим и объяснятся его широкое применение в статистическом анализе.

Согласно методу наименьших квадратов составим сумму квадратов отклонений эмпирических значений yi от значений yi(xi), найденных по уравнению парной регрессии:
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В силу необходимого условия существования экстремума (минимума) функции  двух переменных S(a0,a1) приравняем к нулю её частные производные по a0 и a1. Получим:
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После преобразований получим систему двух линейных уравнений относительно значений искомых параметров a0 и a1 следующего вида:
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Полученная система называется системой нормальных уравнений. Решая эту систему, найдем искомые оценки параметров a0 и a1 уравнения линейной парной регрессии.

Рассмотрим в качестве примера зависимость вежду величиной основных производственных фондов X и следующей выработкой продукции Y. По данным пяти независимых наблюдений, представленным в таблице:

	i
	1
	2
	3
	4
	5

	xi 
	1.00
	1.50
	3,00
	4.50
	5.00

	yi
	1.25
	1.40
	1.50
	1.75
	2.25


Изобразив указанную статистическую зависимость графически точками координатной плоскости (то есть построив поле корреляции), по расположению эмпирических точек можно предполагать наличие линейной регрессионной зависимости между переменными X и Y. Поэтому уравнение регрессии будем искать в виде линейного уравнения 
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По данным независимых наблюдений, представленным в таблице, вычислим все суммы, необходимые для составления системы нормальных уравнений относительно искомых значений параметров a0 и a1 линейного уравнения регрессии. Получим:
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Теперь составим систему нормальных уравнений:
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Полученную систему можно решить любым из известных методов. Например, в соответствии с методом Крамера вычислим: 
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Теперь находим:
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Следовательно, искомое уравнение линейной парной регрессии (то есть математическая модель процесса) имеет вид:
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Из полученного уравнения следует, что при увеличим основных производственных фондов X на одну денежную единицу, суточная выработка предприятия увеличится в среднем на 0,202 (условных единиц).

Правильность спецификации модели проверяется с помощью коэффициента корреляции
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- выборочные дисперсии переменных x и y соответственно.

Вычислим их значения 
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следовательно, 
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Очевидно, что связь между рассматриваемыми переменными X и Y достаточно тесная: величина коэффициента корреляции составила 0.9, что достаточно близко к 1 и означает наличие тесной связи между величиной основных производственных фондов X и суточной выработкой продукции Y.

Оценим значимость уравнения регрессии.

В случае линейной парной регрессии уравнение значимо (адекватно имеющимся статистическим данным), если для значения критерия F Фишера-Снедокора выполняется неравенство 
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, где m – количество параметров модели.

Вычислим значение
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Зададимся, например, уровнем замости, равным α=0.05 (вероятность совершить так называемую ошибку первого рода, то есть отвернуть правильную гипотезу о виде математической модели) при числе степеней свободы k=n-m-1, где m=2 количество независимых коэффициентов (параметров) математической модели. По таблице F-распределения находим 
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Так как фактическое (наблюдаемое) значение 
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=18.5, то гипотеза о адекватности (значимости) модели реальному процессу принимается.

В случае квадратичной зависимости 
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В соответствии с методом наименьших квадратов имеем:
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Вычисляем и приравниваем нулю частные производные:
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После преобразований получаем нормальную систему следующего вида:
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Для составления этой системы согласно исходным статистическим данным предварительно вычисляются все сумы, являющиеся коэффициентами и свободными членами нормальной системы.

Пример: Найдем оценки параметров математической модели 
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 по заданным статистическим данным:
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Решение:
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Теперь составим нормальную систему:
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Вычислим: 
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Находим: 
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Следовательно: 
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В случае кубической зависимости 
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Имеем:
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После преобразований получаем нормальную систему следующего вида:
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Для составления этой системы вычисляются все указанные в ней суммы.
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Задание 2.2. Провести идентификацию эмпирической математической модели. 
А) Предполагается, что процесс описывается одномерным уравнением 2-го порядка

W = a0 + a1x + a2x2,     0 ( x ( 10.

Б) Предполагается, что процесс описывается одномерным уравнением 3-го порядка

W = a0 + a1x + a2x2+ a3x3     0 ( x ( 10.

Считаем, что величина х измеряется точно, а W – с ошибкой (, имеющей нормальное распределение с нулевым математическим ожиданием и единичной дисперсией М(() = 0, (2(() = 1. Проверить адекватность модели методом Фишера и сравнить модели А) и Б) графически с моделью линейной регрессии.
	№ Вар.\ № точки
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	
	
[image: image74.wmf]x


	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	0
	W
	22,52
	34,5
	27,2
	38,5
	50,8
	61,8
	60,7
	71,9
	72,2
	83,9
	87

	1
	
	29,7
	33,4
	32
	44,5
	53,3
	65
	60,4
	73,8
	85
	81
	87,8

	2
	
	28,9
	31,5
	50,3
	42,1
	63,4
	58,8
	79,3
	74,1
	93,6
	92,6
	108,6

	3
	
	28,3
	22,6
	38,2
	47
	50,9
	56
	72,4
	74,9
	86,3
	79,9
	101,8

	4
	
	20,81
	33,95
	40,39
	50,6
	59,3
	59,7
	56,1
	86,8
	73,9
	94,6
	97

	5
	
	11,4
	25,6
	31,5
	38,4
	50,7
	52,4
	66,3
	74,6
	78,2
	94
	95,5

	6
	
	21,1
	20,7
	32,7
	40,8
	54,6
	53,4
	66,5
	77,7
	81,6
	88,8
	98,3

	7
	
	15,7
	14,8
	21,4
	22,3
	30,6
	32,7
	38,4
	36,5
	39,9
	49,4
	49,1

	8
	
	18,1
	25,3
	29,4
	28,5
	32
	36,5
	47,6
	45,2
	55
	56
	65,3

	9
	
	12,9
	32,25
	42
	42,8
	55
	69,6
	68,2
	89,7
	90
	105,6
	109


Контрольные вопросы.

1. Что является исходным материалом при построение эмпирической модели?

2. Каковы цели и задачи спецификации эмпирической модели?

3. В чем заключается  организация процесса математического моделирования?

4. В чем стоит подготовка информационной базы математического моделирования?

5. В чем заключаются статистические методы обработки экспериментальных данных?

6. Что представляет собой спецификация моделей парной регрессии?

7. Каков критерий качества спецификации математической модели?

8. Каковы методы выбора математической модели?

9. В чем состоит метод наименьших квадратов?

10. Что такое уравнение регрессии?

Задания на защиту контрольной работы

Выборочная зависимость между X и Y представлена в таблице.

Требуется составить математическую модель регрессии Y на X, вычислить коэффициент корреляции между X и Y, проверить значимость математической модели.

	N задачи
	i
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	xi 
	1,20
	1,50
	2,50
	3,00
	4,50

	
	yi
	1,35
	1,40
	1,50
	1.65
	1.70

	2
	xi 
	1,10
	1,40
	1,90
	2,20
	3,00

	
	yi
	1,30
	1,45
	1.60
	1,65
	1,80

	3
	xi 
	1,25
	1,30
	1,40
	1,55
	1,60

	
	yi
	1,40
	1,55
	1,60
	1,70
	1,75

	4
	xi 
	1,20
	1,60
	2,30
	2,80
	3,50

	
	yi
	1,40
	1,45
	1,55
	1,70
	1,75

	5
	xi 
	1,35
	1,40
	1,50
	1,55
	1,70

	
	yi
	2,10
	2,30
	2,80
	3,40
	3,60

	6
	xi 
	1,10
	1,30
	1,80
	2,20
	2,50

	
	yi
	3,00
	3,15
	3,55
	4,10
	4,20

	7
	xi 
	2,20
	2,40
	2,90
	3,20
	3,50

	
	yi
	3,10
	3,40
	3,90
	4,20
	4,80

	8
	xi 
	3,10
	3,50
	4,10
	4,30
	4,80

	
	yi
	2,70
	3,10
	3,70
	4,10
	4,90

	9
	xi 
	2,90
	3,10
	3,40
	4,00
	4,30

	
	yi
	1,70
	2,20
	2,90
	3,10
	3,40

	10
	xi 
	3,20
	3,50
	4,20
	4,60
	5,30

	
	yi
	4,20
	2,45
	3,10
	3,20
	3,50
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