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Задача 1

Доказать равенства, используя свойства операций над множествами и определения операций. Проиллюстрировать при помощи диаграмм

Эйлера-Венна. 

а)  (A\C)  (B\C) = (AB)\C
б)  (A\B)C=(AC)\(BC)

Решение

а)  (A\C)  (B\C) = (AB)\C
Преобразуем правую часть равенства по выражению для разности:

(AB)\C =  (AB) C
Затем по свойству коммутативности:

(AB) C =C  (AB)

Преобразуем по свойству дистрибутивности:

C  (AB)  =(C  A)   =(C  B)

Внутри скобок по свойству коммутативности:

(C  A)   =(C  B) = (A C )  (B C ) 

Преобразуем левую часть равенства по выражению для разности:

(A\C)  (B\C) = (A C )  (B C )

Получаем, что левая и правая части равны.

Проиллюстрируем равенство при помощи диаграмм Эйлера-Венна.


б)  (A\B)C = (AC)\(BC)

Пусть пара (x, у)  (A\B)xC, 

тогда по определению декартова произведения множеств 

x  (A\B), у  С

x  A и x  B и у  С, поэтому

(x, у)  AxC и (x, у)  BxC, что уже соответствует правой части равенства.

В соответствии с этим утверждением произведём преобразования над левой частью равенства:

(A\B)C = { (x, у) |  x  (A\B),  у  С } = { (x, у) |  (x  A,  x  B),  у  С } = 

{ (x, у) |  (x  A, у  С), (x  B,  у  С) }.

Зачем дважды писать одно и то же?
Преобразуем правую часть равенства:

(AC)\(BC) = { (x, у) |  (x  A, у  С), (x  B,  у  С)  }

Получаем, что левая и правая части равенства после преобразований идентичны.

Проиллюстрируем равенство при помощи декартовой системы координат.

 А и В должны быть на оси абсцисс, С – на оси ординат. 
 SHAPE 


 SHAPE 



                   (A\B)C                                                 (AC)\(BC)

Задача 2

Даны два конечных множества: А={a,b,c}, B={1,2,3,4}; бинарные отношения P1  AB, P2  B2. Изобразить P1, P2 графически. Найти P = (P2◦P1)–1.  Выписать области определения и области значений всех трех отношений: P1, P2, Р. Построить матрицу [P2], проверить с ее помощью, является ли отношение P2 рефлексивным, симметричным, антисимметричным, транзитивным. P1 = {(a,1),(b,3),(b,1),(b,4),(c,3),(c,2)};   P2 = {(1,3),(1,4),(2,2),(3,3),(4,3),(4,4)}.

Решение

Изобразим P1, P2 графически:

 SHAPE 



Найдём P = (P2◦P1)–1  :

Для начала определим композицию 

S = P2◦P1  = {(a,3), (a,4), (b,3), (b,3), (b,4), (b,3), (b,4), (c,3), (c,2)} = 

= {(a,3), (a,4), (b,3), (b,4), (c,3), (c,2)} 

P = S–1  = {(3,a), (4,a), (3,b), (4,b), (3,c), (2,c)}

Поскольку область определения R есть множество всех первых координат, а область значений – множество всех вторых координат упорядоченных пар из R, то в соответствии с этим утверждением выпишем:

Области определений:

(P1) = {a, b, c}

(P2) = {1, 2, 3, 4}

(P) =  {2, 3, 4}

Области значений:

(P1) = {1, 2, 3, 4}

(P2) = {2, 3, 4}

(P) =  { a, b, c }

Построим матрицу P2
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Отношение нерефлексивно, так как на главной диагонали есть нули.

Отношение несимметрично, так как матрица несимметрична относительно главной диагонали или потому, что исходная и транспонированная матрицы не совпадают.

Отношение антисимметрично, если в матрице отсутствуют единицы, симметричные относительно главной диагонали;

Так как в матрице отсутствуют единицы, симметричные относительно главной диагонали, то отношение антисемметрично!
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Поэтому отношение транзитивно.

Задача 3

Задано бинарное отношение P  R2; найти его область определения и область значений. Проверить по определению, является ли P рефлексивным, симметричным, антисимметричным, транзитивным., P = {(x,y) | x2 + y2 = 4}.

Решение

Область определения отношения P на R2 есть множество всех x  R, таких что для некоторых  y  R имеем (x,y)  P.

x2 + y2 = 4 – является уравнением окружности с радиусом 2 с центром в   начале координат.

 SHAPE 



То есть P представляет собой множество точек окружности, описываемой этим уравнением.

Областью определения P является множество абцисс этих точек, т. е. множество действительных чисел, лежащих в диапазоне

(P) = [-2, 2]

Областью значения P является множество ординат этих точек, т. е. множество действительных чисел, лежащих в диапазоне

(P) =  [-2, 2]

Отношение P не является рефлексивным, так как, например, (1, 1)  P
P симметрично в силу коммутативности операции сложения.

P не является транзитивным, так как, например,

при (-2, 0)  P и (0, 2)  P,  (-2, 2)  P
Антисимметричность?

Задача 4

Доказать утверждение методом математической индукции: 
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  для n  2.

Выпишите с нормальными обозначениями! Что за странный вид всех дробей? То символы гигантские, то крохотные…
Решение

Обозначим левую часть равенства через p, а правую через q.

База индукции n=2, так как по условию 
[image: image11.emf]n ≤ 2

, поэтому при n=2 найдём:

p = 
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Следовательно p=q.

Предположим, что 
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, тогда надо доказать, что 
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Следовательно 
[image: image20.emf]

 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image21.emf]p
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Тем самым утверждение доказано для любого n, поскольку из его истинности для n=2 следует, что оно истинно для n=k, из его истинности при n=k следует, что оно истинно для n=k+1.

Задача 5

Восемь студентов должны сдавать зачет по пяти предметам: физике, архитектуре ЭВМ, математическому анализу, английскому языку и истории. Все зачеты назначены на одно время и каждый может сдавать только один зачет, поэтому студентам нужно распределиться на группы. 

Сколькими способами это можно сделать? 

Сколькими способами они могут разместиться после зачета за двумя совершенно одинаковыми столиками (не менее чем по одному) для того, чтобы отпраздновать результаты?

Решение

a) Здесь надо определить количество упорядоченных разбиений множества

X={1,2,3,4,5,6,7,8} – количество студентов на 5 подмножеств.

Возможные варианты разбиения на подмножества:

1,1,1,1,4 элемента в разном порядке,

1,1,1,2,3 элемента в разном порядке,

1,1,2,2,2 элемента в разном порядке.

Приведите в порядок формулы. Все это можно написать и без редактора формул!
Их количество будет определяться по формулам:

R(n; n1,n2, …,nk)= 
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R(n,k) =
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Здесь при наличии в формуле блоков разных размеров следует для сокращения расчетов умножать ее на число перестановок этих блоков.
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Во втором вопросе ДВА столика!
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Задача 6

Сколько существует положительных трехзначных чисел: а) не делящихся ни на одно из чисел 5, 6, 16?  б) делящихся ровно на одно из этих трех чисел?

Решение

Число N(r) элементов, обладающих ровно  r  свойствами:
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Обозначим:
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 - свойство делимости на 5;
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 - свойство делимости на 6;


[image: image34.emf]P
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 - свойство делимости на 16;

Всего положительных трёхзначных чисел 900. Тогда:

И снова странные формулы… Вполне можно написать «[999/5]–[99/5]…» – никаких проблем!
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Так как 
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 - число чисел, делящихся одновременно на 3 и 5, а наимеьшее кратное равно 30, то
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Найдём количество трёхзначных чисел не делящихся ни на одно из чисел 5, 6, 16:

а)
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N(0) = 900 – (180+150+56) + (30+11+18) - 4 =  569

б) 
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Задача 7

Найти коэффициенты при  a=x4·y·z3, b=x·y4·z, c=y2·z4  в разложении (3·x2+5·y+2·z)6.

Решение

а) для x4·y·z3: 
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значит степени равны 2, 1, 3, а числовой коэффициент имеет вид:
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б) 

для x·y4·z: 
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значит степени равны
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, 4, 1, а числовой коэффициент имеет вид:
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неверно. Не выполняется условие полиномиальной теоремы. 
в) для y2·z4 : 
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значит степени равны 0, 2, 4, а числовой коэффициент имеет вид:
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Задача 8

Найти последовательность {an}, удовлетворяющую рекуррентному соотношению 3·an+2 – 8·an+1 + 5·an = 0· и начальным условиям   a1=10, a2=20.

Решение

Многочлен P(x)=
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Составим характеристический многочлен:
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Найдём его корни:
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Следовательно, общее решение рекуррентного соотношения имеет вид: 
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Используя начальные условия, получим систему:
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 из которой находим c1 =-5, c2 =9   
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Задача 9

Орграф задан матрицей смежности. Необходимо: 

а) нарисовать граф; 

б) выделить компоненты сильной связности; 

в) заменить все дуги ребрами и в полученном неориентированном графе найти эйлерову цепь (или цикл).
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Решение

а) Нарисуем граф:
ЭТО нельзя принять за «нарисованный граф». Попробуйте еще раз. И сгруппируйте рисунок!!!
 SHAPE 



б) выделим компоненты сильной связности:

Сильно связанные компоненты орграфа – максимальные по включению сильно связанные подграфы.

Компоненты сильной связности:

1. 2, 3

2. 1, 4, 5

3. 6

в) Эйлеров путь (эйлерова цепь) в графе — это путь, проходящий по всем рёбрам графа и притом только по одному разу.

Для выяснения возможности построения эйлерова цикла или цепи необходимо определить степени всех его вершин.
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Степень обозначается deg
1eg(1) = 6

1eg(2) = 2

1eg(3) = 5

1eg(4) = 4

1eg(5) = 4

1eg(6) = 5

В неориентированном графе согласно теореме, доказанной Эйлером, эйлеров цикл существует тогда и только тогда, когда граф связный и в нём отсутствуют вершины нечётной степени.

В нашем случае имеется две вершины нечётной степени (V3, V6), значит эйлеров цикл невозможен.

Эйлеров путь в графе существует тогда и только тогда, когда граф связный и содержит не более чем две вершины нечётной степени. Ввиду леммы о рукопожатиях, число вершин с нечётной степенью должно быть четным. А значит Эйлеров путь существует только тогда, когда это число равно нулю или двум. Причём когда оно равно нулю, эйлеров путь вырождается в эйлеров цикл.

В нашем случае имеется две вершины нечётной степени (V3, V6), значит эйлеров путь возможен.

Эйлеров путь (эйлерова цепь) в графе — это путь, проходящий по всем рёбрам графа и притом только по одному разу

Чтобы найти Эйлерову цепь, нужно соединить две вершины с нечетными степенями фиктивным ребром. Тогда задача сводится к нахождению Эйлерова цикла по приведенному ниже алгоритму. Из найденного цикла удаляется фиктивное ребро, тем самым находится искомая Эйлерова цепь

В рассматриваемом графе нечетные степени имеют вершины V1 и V6, имеющие степени 5 и 5. Соединяя эти вершины фиктивным ребром e14 получаем граф:
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Поскольку в конечном итоге будет получена цепь, то очевидно, что началом и концом этой цепи будут вершины с нечетными степенями.

Поэтому воспользуемся следующим алгоритмом для нахождения эйлерова цикла:

Для нахождения эйлеровой цепи в связном графе, который имеет вершины только четной степени, используют алгоритм Флери: 

1)
Движение начинается из произвольной вершины графа; идем по ребрам, включая эти ребра в эйлерову цепь и удаляя их из графа.

2)
В очередной вершине выбираем путь по перешейку только в том случае, если нет пути по циклу.

3)
Если в графе остаются ребра, которые нельзя использовать для продолжения имеющегося пути, то следует начать строить простой замкнутый цикл из уже пройденной вершины и инцидентного ей ребра, если последнее ранее не использовалось.

Начиная с V3, получим цикл: 

V3-e1, V2-e2, V3-e3, V3-e4, V6-e5, V6-v6, V1-e7, V1-e8, V2-e9, V1-e10,       V5-e11, V4-e12, V5-e13, V6-e14.

Получили цикл.

Теперь удалив фиктивное ребро e14, получим эйлерову цепь:

V3-e1, V2-e2, V3-e3, V3-e4, V6-e5, V6-v6, V1-e7, V1-e8, V2-e9, V1-e10,       V5-e11, V4-e12, V5-e13.

Задача 10

Взвешенный граф задан матрицей длин дуг. Нарисовать граф. Найти: а) остовное дерево минимального веса; 

б) кратчайшее расстояние от вершины v3 до остальных вершин графа, используя алгоритм Дейкстры.  
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Решение

а) Найдём остовное дерево минимального веса:

Вес остовного дерева взвешенного графа равен сумме весов, приписанных его ребрам. Минимальным остовным деревом  называется остовное дерево графа с минимальным весом. 

Рассмотрим алгоритм Краскала решения этой задачи. Идея алгоритма состоит в том, чтобы постепенно формировать дерево Т(V,E’), выбирая ребра с наименьшим весом так, чтобы не возникало циклов. 

Два следующих действия выполняются до тех пор, пока это возможно.

1) Выбрать ребро минимального веса в исходном графе G, не принадлежащее множеству Е’, так, что его добавление в Е’ не создает цикла в дереве Т.

2) Добавить это ребро во множество ребер Е’. 
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Построение начнём с ребра (V1, V3)

Порядок присоединения рёбер к остову:

(V1, V3), (V1, V4), (V5, V6), (V1, V6), (V4, V2)

Вес остова:

W = 2 + 2 + 2 + 3 + 3 = 12

б) Построим граф:
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Шаг 1.

Пометим вершину V3 меткой 0, остальные меткой 
[image: image69.emf]∞

, как непосещённые.

Минимальную метку (0) имеет вершина V3, её соседями являются вершины V1, V4, V6.

 SHAPE 



Рассмотрим вершину V1, длина пути в неё через вершину V3 равна сумме кратчайшего расстояния до вершины V3 (значению её метки) и длины ребра, идущего из V3 в V1, т. е. 

0 + 2 = 2

Это меньше текущей метки V1 (
[image: image71.emf]∞

), поэтому новая метка V1 равна 2.

Аналогичную операцию проделываем с двумя другими соседями вершины V3 – это V4 и V6. Длин пути в вершину V4 через V3:

0 + 6 = 6 < 
[image: image72.emf]∞


Поэтому помечаем вершину V4 меткой 6.

Длин пути в вершину V6 через V3:

0 + 4 = 4 < 
[image: image73.emf]∞


Поэтому помечаем вершину V6 меткой 4.

Все соседи V3 проверены. Вычеркнем её из графа, чтобы отметить, что эта вершина посещена.
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Шаг 2.

Находим ближайшую от V3 из не посещённых вершин – это вершина V1 с меткой 2.

По возможности будем уменьшать метки соседей выбранной вершины, пытаясь пройти в них через V1. Соседями вершины V1 являются V3, V2, V4, V6. Вершина V3 уже помечена как посещённая, поэтому с ней ничего не делаем. Следующий сосед вершины V1 – это V6, так как имеет минимальную метку. Если идти в неё через V1, то длина такого пути равна:

2 + 3 = 5 > 4

Это больше текущей метки (4), поэтому оставляем её без изменений.

Ещё один сосед вершины V1 – это V4. Если идти в неё через V1, то длина такого пути равна сумме кратчайшего пути до V1 и расстояния между V1 и V4, т. е.:

2 + 2 = 4 < 6

Это меньше текущей метки (6), поэтому заменяем её на 4.

Следующий сосед V1 – это V2.

Длина пути до него равна:

2 + 5 = 7 < 
[image: image75.emf]∞


Меняем метку на 7.

Все соседи V1 просмотрены, замораживаем расстояние до неё и помечаем. как посещённую.
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Шаг 3.

Находим ближайшую от V1 из не посещённых вершин – это вершина V4 с меткой 4.

Соседями вершины V4 являются V3, V2, V1, V5. Вершины V3 и V1 уже помечены как посещённые, поэтому с ними ничего не делаем. Следующий сосед вершины V4 – это V2, так как имеет минимальную метку. Если идти в неё через V4, то длина такого пути равна:

4 + 3 = 7 = 7

Метки оказались равными, поэтому оставляем без изменений.

Следующий сосед V4 – это V5.

Длина пути до него равна:

4 + 5 = 9 < 
[image: image77.emf]∞


Меняем метку на 9.

Все соседи V4 просмотрены, замораживаем расстояние до неё и помечаем. как посещённую.
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Шаг 4.

Находим ближайшую от V4 из не посещённых вершин – это вершина V2 с меткой 7.
На каждом шаге ищем вершину с наименьшей пометкой из всех временных вершин. Сейчас это вершина с номером 6 и меткой 4. Представьте, что ребра (6,5) и (2,5) имеют длину по 1. Тогда бы расстояние до вершины №2 по Вашему пути получилось неверным – минимальное оказалось бы 6, а не 7. 
Соседями вершины V2 являются V1, V4, V5. Вершины V4 и V1 уже помечены как посещённые, поэтому с ними ничего не делаем. Следующий сосед вершины V2 – это V5. Если идти в неё через V2, то длина такого пути равна:

7 + 4 = 11 > 9

Это больше текущей метки, поэтому оставляем без изменений.

Все соседи V2 просмотрены, замораживаем расстояние до неё и помечаем. как посещённую.
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Соседями вершины V6 являются V1, V5. Вершины V1 уже помечены как посещённые, поэтому с ними ничего не делаем. Следующий сосед вершины V6 – это V5. Если идти в неё через V6, то длина такого пути равна:

4 + 2 = 6 < 9

Это больше меньше текущей метки, поэтому заменяем её на 6.

Все соседи V6 просмотрены, замораживаем расстояние до неё и помечаем. как посещённую.
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Шаг 5.

Ближайшая от V6 из не посещённых вершин – это вершина V5 с меткой 9.
Соседями вершины V5 являются V2, V4, V6. Вершины V4 и V2 уже помечены как посещённые, поэтому с ними ничего не делаем. Следующий сосед вершины V5 – это V6. Если идти в неё через V5, то длина такого пути равна:

9 + 2 = 11 > 4

Это больше текущей метки, поэтому оставляем без изменений.

Все соседи V5 просмотрены, замораживаем расстояние до неё и помечаем. как посещённую.
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Следующая вершина минимальной пометкой V5 (6) 

Её единственным непомеченным соседом является вершина V2 с меткой 7

Если идти в неё через V5, то длина такого пути равна:

6 + 4 = 10 > 7

Это больше текущей метки, поэтому оставляем без изменений.

Все соседи V5 просмотрены, замораживаем расстояние до неё и помечаем. как посещённую.
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Шаг 6.

Оставшаяся вершина – V6.

Все её соседи помечены как посещённые. Алгоритм завершён!

Кратчайший путь от вершины V3 до остальных вершин:


[image: image83.emf]S
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V3 → V2

=7
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V3 → V4

= 4
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V3 → V5

=9



[image: image87.emf]S

V3 → V6

= 4


Оставшаяся вершина – V2.

Все её остальные вершины помечены как посещённые. Алгоритм завершён!

Кратчайший путь от вершины V3 до остальных вершин:
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V3 → V1

= 2
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V3 → V2

=7
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V3 → V4

= 4



[image: image91.emf]S

V3 → V5

=6
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V3 → V6

= 4
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Рис. 2.1 Бинарное отношение  P1





Рис. 2.2 Бинарное отношение  P2
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