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1. ДВОЙСТВЕННОСТЬ В ЛИНЕЙНОМ ПРОГРАММИРОВАНИИ
Любую задачу максимизации линейного программирования (ЛП) с экономической точки зрения можно рассматривать как задачу о распределении ограниченных ресурсов b1,b2,…,bm между различными потребителями, например, между некоторыми технологическими процессами, которые представляются столбцами A1,A2,…An матрицы ограничений задачи. Любое допустимое решение задачи ЛП x1,x2,…xn дает конкретное распределение, указывающее ту долю каждого из ресурсов, которая должна быть использована при осуществлении соответствующего технологического процесса.

Рассмотрим пример. Завод производит три вида продукции x1,x2 и x3, каждый из которых требует затрат времени на обработку на токарном, фрезерном и сверлильном станках. Количество машинного времени для каждого из станков ограничено. Пусть c1,c2,c3 – прибыль от реализации единицы соответствующего вида продукции. Необходимо определить, какое количество каждого вида продукции необходимо производить в течение недели, чтобы получить максимальную прибыль.

Формально эта задача записывается так:

максимизировать (c1x1+c2x2+c3x3)


(1)

при ограничениях

a11x1+ a12x2+ a13x3 ≤  b1;

a21x1+ a22x2+ a23x3  ≤ b2;

a31x1+ a32x2+ a33x3  ≤ b3, 




(2)

где a1j, a2j, a3j – время, необходимое для обработки единицы j-го вида продукции соответственно на токарном, фрезерном и сверлильном станках (j= 1, 2, 3); b1, b2, b3 – недельный ресурс машинного времени соответственно для токарного, фрезерного и сверлильного станков.

Обозначим y1,y2 и y3 –цену единицы времени работы на токарном, фрезерном и сверлильном станках. Тогда a11y1+ a21y2+ a31y3 – можно трактовать как расходы на изготовление единицы продукции первого вида; a12y1+ a22y2+ a32y3 – расходы на изготовление единицы продукта второго вида и т. д.

Предположим, что цены ресурсов y1,y2,…,ym выбраны так, что выполняются следующие соотношения:

a11y1+ a21y2+ a31y3 ≥ с1;

a12y1+ a22y2+ a32y3 ≥ с2;

a13y1+ a23y2+ a33y3 ≥ с3.



(3)

Поскольку b1, b2 и b3 – использованный ресурс машинного времени для каждого из станков, то b1y1+b2y2+ b3y3 – суммарные расходы на производство.

Требуется найти такие y1,y2 и y3, удовлетворяющие условиям (3), при которых минимизируются суммарные расходы на производство:

минимизировать g(y1 ,y2, y3)= b1y1+b2y2+ b3y3 

(4)

при условиях

y1≥0; y2≥0; y3≥0.

Такую задачу называют двойственной задачей по отношению к задаче (1), называемой прямой.

2. СИММЕТРИЧНЫЕ ДВОЙСТВЕННЫЕ ЗАДАЧИ

Многие ЗЛП первоначально ставятся в прямых или двойственных задачах, поэтому имеет смысл говорить о паре двойственных задач линейного программирования.

Запишем теперь прямую и двойственную задачи в общем случае.

Прямая задача:

максимизировать



(5)

при условиях

[image: image3.png]



[image: image5.png]


 


(7)

Двойственная задача:

минимизировать
[image: image6.png]



при условиях

[image: image7.png]



[image: image9.png]


 



(10)

В матричном виде пара двойственных задач записывается следующим образом:

максимизировать сTx



(11)
при условиях

Ax≤b;



(12)

x≥0;



(13)

минимизировать bTy



(14)

при условиях

ATy≥c;



(15)

y≥0.



(16)

Сопоставляя формы записи прямой и двойственной задач, можно установить между ними следующие взаимосвязи:

1) если прямая задача является задачей максимизации, то двойственная будет задачей минимизации, и наоборот;

2) коэффициенты целевой функции прямой задачи c1,c2,…,cn становятся свободными членами ограничений двойственной задачи;

3) свободные члены ограничений прямой задачи b1,b2,…,bm становятся коэффициентами целевой функции двойственной задачи;

4) матрицу ограничений двойственной задачи получают транспонированием матрицы ограничений прямой задачи;

5) знаки неравенств в ограничениях изменяются на обратные;

6) число ограничений прямой задачи равно числу переменных двойственной задачи, а число ограничений двойственной задачи равно числу переменных прямой задачи.

Переменные y1,y2,…,ym двойственной задачи иногда называют теневыми ценами.

Двойственную задачу выгоднее решать, чем исходную прямую, если в прямой

задаче при малом количестве переменных имеется большое количество ограничений (m[image: image10.png]


n).

Пример 1.
Построить двойственную задачу к следующей линейного програмирования.

максимизировать
[image: image11.png]4
ey ) = 5%, + 3, + B




при ограничениях

[image: image12.png]Xy tA =1
Xy +x,+ 50y <1
20
20
X320




Прямая задача – задача на максимизацию, поэтому все ограничения должны иметь знак «≤». Для упорядочивания записи умножаем первое ограничение на (-1):
Получаем следующую систему ограничений.

[image: image13.png]Xy T4 Xy =1
Xy +x,+ 501
20
20
X320




Двойственная задача записывается так:

минимизировать

z (y1,y2,y3)=-y1+y2
при ограничениях
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3. ТЕОРЕМЫ ДВОЙСТВЕННОСТИ
Связь между оптимальными решениями прямой и двойственной задач устанавливают посредством следующих теорем двойственности.

ТЕОРЕМА 1. Если [image: image16.png]X M Vg



 - допустимые решения прямой и двойственной задач, т. е. [image: image18.png]Axg = bud'y, = ¢



 то

[image: image20.png]c’xg < by,







(17)

т.е. значения целевой функции прямой задачи никогда не превышают значения целевой функции двойственной задачи.

ТЕОРЕМА 2 (основная теорема двойственности). Если  [image: image22.png]X M Vg



 - допустимые решения прямой и двойственной задач и если [image: image24.png]c"xy

by,



, то [image: image26.png]X M Vg



 – оптимальные решения пары двойственных задач.

ТЕОРЕМА 3. Если в оптимальном решении прямой задачи (5) – (7) i-ое ограничение выполняется как строгое неравенство, то оптимальное значение соответствующей двойственной переменной равно нулю, т. е.

если
[image: image27.png](18)







где [image: image29.png]AW



 - i-ая строка матрицы А.

Смысл теоремы 3 состоит в следующем. Если некоторый ресурс [image: image31.png]


 имеется в избытке и i-е ограничение при оптимальном решении выполняется как строгое неравенство, то оно становится несущественным, и оптимальная цена соответствующего ресурса равна 0.

Теорему 3 дополняет теорема 4, устанавливающая взаимосвязь между оптимальным решением прямой задачи и ограничениями двойственной.

ТЕОРЕМА 4. Если в оптимальном решении двойственной задачи ограничение j выполняется как строгое неравенство, то оптимальное значение соответствующей переменной прямой задачи должно быть равно нулю, т. е. если [image: image33.png]17
A} Yom: — €; > 0,



 то

[image: image35.png]


. 




(19)

Дадим экономическую интерпретацию теоремы 4.

Поскольку величины [image: image37.png]


 представляют собой цены соответствующих ресурсов, то
[image: image38.png]



– это затраты на j-й технологический процесс, величина  [image: image40.png]


- прибыль от реализации на единицу изделия. Поэтому с экономической точки зрения теорема 2.7 означает следующее: если j-й технологический процесс оказывается строго невыгодным с точки зрения оптимальных цен ресурсов [image: image42.png]Your



, то в оптимальном решении прямой задачи интенсивность данного технологического процесса должна быть равно 0.

Таким образом, теорема 4 выражает принцип рентабельности оптимально организованного производства.

Из нее вытекает также, что [image: image44.png]j omr

>0,



то

[image: image46.png]AT
1









(20)

Предположим, что среди переменных x1,x2,…,xn прямой задачи есть множество из m переменных, которые в оптимальном решении имеют ненулевое значение. Пусть, например, таковыми оказались первые по порядку m переменных.

Тогда на основании уравнения (22) получают m условий рентабельности:

[image: image47.png]AT
 Vour

-
'y =




[image: image49.png]


        (21)

…

[image: image50.png]



где [image: image52.png]A} = (ay3, a5,




[image: image54.png]



Приведем еще две важные теоремы теории двойственности.

ТЕОРЕМА 5 (теорема существования). Прямая и двойственная задачи имеют оптимальные решения тогда, и только тогда, когда обе они имеют допустимые решения.

ТЕОРЕМА 6 (теорема двойственности). Допустимый вектор x0 оптимален тогда, и только тогда, когда в двойственной задаче имеется такое допустимое решение y0 , что

[image: image56.png]xXo=ApYe



 




(22)

Между оптимальным решениями прямой и двойственной задачи, элементами индексных строк симплекс-таблиц, соответствующих этим решениям, существует следующая взаимосвязь:

[image: image58.png]


   [image: image60.png]


   




(23)

i=1, 2, …, m;  j=1, 2, …, n,

где n – количество переменных прямой задачи; m – количество ее ограничений; [image: image62.png]A AT,
eir &
e



 - соответствующие элементы индексной строки прямой и двойственной задач соответственно. При этом, если n+i, где 1 ≤ i ≤  m больше числа векторов-столбцов матрицы ограничений расширенной формы соответствующей задачи, то элементы [image: image64.png]A,

bt

nA,

5



 находятся путем циклической перестановки элементов индексной строки, начиная с элемента [image: image66.png]




4. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ ДВОЙСТВЕННОСТИ
В предыдущем разделе были установлены основные соотношения для пары двойственных ЛП-задач при ограничениях в форме неравенств. Обобщим теперь эти результаты на случай произвольных ограничений.

Пусть прямая ЛП-задача задана в виде:

максимизировать
[image: image67.png]@4





при условиях

[image: image68.png]



[image: image69.png]



[image: image70.png]SNy S (26)





Тогда двойственная задача по отношению к (24)-(26) (или сопряженная с ней) состоит в минимизации линейной формы:

минимизировать

[image: image71.png]@7)




при условиях

[image: image72.png]12 m < (28)




[image: image73.png]



[image: image74.png]



Таким образом, задача, сопряженная с задачей со смешанными условиями, составляется согласно следующим правилам:

1. Если переменная xj прямой задачи предполагается неотрицательной, то j-е условие системы ограничений (28) является неравенством.

2. Если на xj не накладывается такое ограничение, то j-е ограничение двойственной задачи будет равенством.

Аналогичным образом связаны знаки переменных двойственной задачи yi и соответствующие им ограничения прямой задачи. Заметим, что если положить m1=m и n1=n, то получим частный случай пары двойственных задач с ограничениями в форме неравенств.

Пример 2.
Построить двойственную задачу к следующей прямой задаче линейного программирования.

максимизировать

[image: image75.png]fxy,x5,%3,%,) = 5%y — 3%, +x3 — 2%,




при ограничениях

[image: image76.png]20t a3, =1
x—3xr,— 20,55
31y + 20, — 2y — 4x, 2 2
520, j=1..4





Упорядочим запись ограничений, умножим третье ограничение на (-1):
[image: image77.png]20t a3, =1
X —3x,— 20,55
—3x, =20, + 2y + 4%, 2 2
520, j=1,..4





Получаем следующую двойственную задачу:

минимизировать

g(y1,y2,y3)=y1+5y2-2y3
при ограничениях


[image: image78.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image79.wmf]ï
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[image: image80.wmf]0

1

><

y

(не ограничена в знаке)

5. ДВОЙСТВЕННЫЙ СИМПЛЕКСНЫЙ МЕТОД (СМ)

Использование идеи двойственности в сочетании с общей идеей СМ позволило разработать еще один метод решения ЛП-задач двойственности СМ или метод последовательного уточнения оценок.

Оказывается полезным в ряде случаев:

a. при помощи его можно решить задачу без использования искусственных переменных;

b. облегчается решение ряда вопросов, например, анализ на чувствительность.

Двойственный СМ применяется, когда: выполняется критерий оптимальности, т. е. все симплексные разности на некотором шаге неотрицательные, но решение является недопустимым, в таком смысле, что не все базисные переменные являются неотрицательными.

АЛГОРИТМ ДВОЙСТВЕННОГО СИМПЛЕКСНОГО МЕТОДА.

1. Определяется возможность применения двойственного СМ.

Если на итерации выполняется критерий оптимальности (все симплексные разности не отрицательны и существуют отрицательные правые части - значения базисных переменных), то двойственный СМ применять можно.

7. Проверяется полученное базисное решение на оптимальность:

1) если вектор b≥0, то получено оптимальное решение;

2) если имеется отрицательная правая часть для некоторого i, но все
[image: image81.wmf]ij

a

 в этой строке неотрицательные. В этом случае задача неразрешимая;

3) определяется переменная, которая должна быть исключена из базиса, т.е. разрешающая строка. В каждой разрешающей строке выбирается такая, для которой правая часть отрицательная и по модулю самая наибольшая – отрицательная;

4) определяется переменная, которая должна быть включена в базис, т.е. разрешающий столбец. Для этого берется отношения симплексных разностей к  разрешающей строки - 
[image: image82.wmf]pj

j

a

D

, p - номер выбранной разрешающей строки, причем рассматриваются, только те отношения, для которых 
[image: image83.wmf]pj

a

< 0. Из допустимых отношений выбирается минимальное.

5. Замена базиса и переход к шагу 2.

Пример 1:
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Можно применить СМ:

- базисная переменная 
[image: image85.wmf]1

x

= -2 < 0;

- симплексная разница на начальном этапе неотрицательна 
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Все ∆ не отрицательные 
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(0, 3, 2, 0, 0) – оптимальное базисное решение, так как все правые части положительные.

Если решать эту задачу простым СМ, то пришлось бы вводить искусственные переменные.
Нормальное отличие СМ от двойственного С-М в том, что в СМ сначала определяется вектор, вводимый в базис, а затем вектор, исключаемый из базиса, а в двойственном СМ этот порядок обратный.

Связь между простым и двойственным СМ существует как и между двойственной и исходной задачей.

1. При балансных переменных в исходной задаче – соответствующее решение двойственной задачи, это справедливо не только на заключительном этапе. 

2. При решении простым СМ на промежуточном этапе имеются отрицательные симплексные разности, т.е. мы оперируем допустимыми решениями исходной задачи к недопустимым решениям двойственной задачи.

В применении решения СМ мы стремимся избавиться от отрицательных симплексных разностей, т.е. стремимся в ОДР двойственной задачи, но при этом остаемся в ОДР исходной задачи. Как только нам  удается найти допустимое решение Д*, при допустимом решении исходной задачи, мы получаем оптимальное решение.

В двойственном СМ, наоборот, на промежуточных итерациях имеются недопустимые решения исходной задачи (правые части отрицательные), но соответствующие решения двойственной задачи – допустимо. И как только добиваются того, что решение и исходной, и двойственной задачи допустимо, то получают оптимальное решение.

Простой симплексный критерий обуславливает нахождение в ОДР исходной задачи (правые части положительные).

Двойственный симплексный критерий обуславливает нахождение в ОДР двойственной задачи (контроль ∆ >0)

Пример 2: 

Решить двойственным симплексным методом.
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Преобразуем:
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Пример 3.

Построить двойственную задачу ЛП. Решить одну из пары задач симплексным табличным методом. По полученному решению найти оптимальное решение второй задачи. Проверить теоремы двойственности.

Max f = 
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Так как прямая задача – задача максимизации, то все ограничения должны иметь знак “≤”, поэтому умножаем первое ограничение на (-1):
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Теперь можно записать двойственную задачу:

Min  z = - y1 + y2
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Решим прямую задачу:
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î

ï

í

ì

³

£

+

+

³

+

+

0

1

2

1

3

3

2

1

3

2

1

i

x

x

x

x

x

x

x

Max f = 16/5x1 + x2 + 8x3

Для решения задачи симплексным методом приведем ее к каноническому виду. Для этого в первое и второе ограничения введем балансовые переменные 
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 и 
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 соответственно:
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Для получения начального базиса в первое ограничение вводим еще одну искусственную переменную 
[image: image124.wmf]6
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В целевую функцию балансовые переменные входят с нулевым коэффициентом, а искусственные с очень большим коэффициентом (-М):

max f = 16/5x1 + x2 + 8x3 + 0(x4+x5) – Mx6.

Таблица 1.

	базис
	B
	C
	16/5
	1
	8
	0
	0
	- М

	
	
	CБ
	А1
	А2
	А3
	А4
	А5
	А6

	X6
	1
	- М
	1
	3
	1
	-1
	0
	1

	X5
	1


	0
	1


	1


	2
	0
	1
	0

	∆

	- М
	
	-М -16/5
	-3М - 1
	-М-8
	-М


	0
	0

	

	X2
	1/3


	1
	1/3
	1
	1/3
	-1/3
	0
	1/3

	X5
	2/3


	0
	2/3


	0


	5/3
	1/3
	1
	-1/3

	∆

	1/3
	
	-43/5
	0
	-23/3
	-1/3
	0
	1/3+M

	базис
	B
	C
	16/5
	1
	8
	0
	0
	- М

	
	
	CБ
	А1
	А2
	А3
	А4
	А5
	А6

	X2
	0
	1
	0
	1
	-1/2
	-1/2
	-1/2
	1/2

	X1
	1
	16/5
	1
	0
	5/2
	1/2
	3/2
	-1/2

	∆
	16/5
	
	0
	0
	-1/2
	11/10
	43/10
	—

	

	X2
	1/5
	1
	1/5
	1
	0
	-2/5
	-1/5
	—

	X3
	2/5
	8
	2/5
	0
	1
	1/5
	3/5
	-1/5

	∆
	17/5
	
	1/5
	0
	0
	6/5
	23/5
	—


Оптимальное решение прямой задачи:
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Искомое значение целевой функции:


[image: image127.wmf]5
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По последней таблице находим оптимальное решение двойственной задачи. Оно находится в индексной строке таблицы, в столбцах балансовых переменных А4, А5.
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Значение целевой функции двойственной задачи:
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т. е. оптимальные значения целевой функции прямой и двойственной задач совпадают. Следовательно, теорема 2 (основная теорема двойственности) выполняется.

Проверим теперь, будут ли выполняться остальные теоремы двойственности.

Подставим оптимальное решение 
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 в ограничение прямой задачи:
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Первое ограничение выполняется, как равенство, поэтому 
[image: image132.wmf]0
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Второе ограничение выполняется, как равенство, поэтому 
[image: image134.wmf]0
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Как видим, теорема 3 выполняется.

Для проверки теоремы 4 выпишем ограничение двойственной задачи при оптимальных значениях переменных:
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Первое ограничение двойственной задачи выполняется, как строгое неравенство, поэтому оптимальное значение соответствующей переменной прямой задачи равно нулю: 
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Аналогично для второго ограничения:
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Оно выполняется, как неравенство, следовательно, оптимальное значение переменой 
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Третье ограничение:
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выполняется, как равенство, поэтому оптимальное значение соответствующей переменной
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Этим было получено оптимальное решение прямой задачи 
[image: image141.wmf])
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. Следовательно, теорема 4 выполняется.
5. ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ
Построить задачи, двойственны к следующим задачам линейного программирования. Решить одну из пары задач симплексным табличным методом. По полученному решению найти оптимальное решение второй задачи. Проверить теоремы двойственности.

Задача 1.

17x1-5x2+x3+x4-8x5→max,

3x1-x2-x3+4x4+7x5≤11,

x1-5x2-5x3+x4+2x5≥-8,

x1+x2+x3+3x4-x5=4,

x1≥0, x4≥0.
Задача 2.

4x1-6x2-2x3+3x4+x5→min,

x1+2x2-3x3+x4-3x5≥-5,

2x1-3x2+x3+x4+2x5≥1,

-2x1-x2-x4-x5≤3.
Задача 3.

3x2-2x3+x4→min,

-x1+x3-x4=5,

2x1+x2-2x3+2x4≤7,

x1+x2+x3+3x4-x5=4,

x1≥0, x2≥0, x3≥0,x4≥0.

Задача 4.

4x1+x2+x3+2x4+x5→max,

4x1+x2-x3-x4+x5≥9,

x1+x2-x3+x4+6x5=10,

-x1-3x2+5x3≤1,

x1≥0, x2≥0, x3≥0,x4≥0.

Задача 5.
 11x1+44x2 →max
3x1+5x2≥18,
X1+9x2≥30,

2x1+7x2≥27,

X1≥0, x2≥0 
Задача 6.
5x1+7x2+13x3 →min

2x1+x2+4x3≥22,

X1+x2+x3=9,

X1+2x2+2x3≤18,

X1≥0, x2≥0, x3 не имеет ограничений в знаке 

Задача 7.

X1+2x2→max,

3x1-4x2[A]1,

5x1+6x2[B]2,

-7x1+8x2[C]3,
X2≥0.

	
	A
	B
	C
	
	A
	B
	C

	1
	≥
	=
	≤
	11
	≥
	≤
	≥

	2
	≥
	≥
	≤
	12
	=
	≤
	≥

	3
	≥
	≤
	≥
	13
	≥
	≥
	=

	4
	=
	≥
	≥
	14
	≥
	=
	≤

	5
	≥
	≤
	=
	15
	=
	≥
	≤

	6
	=
	≤
	≥
	16
	=
	=
	≥

	7
	≤
	≥
	≤
	17
	≥
	=
	≥

	8
	≤
	≤
	≥
	18
	≤
	≥
	=

	9
	≤
	≥
	≥
	19
	=
	=
	≤

	10
	≤
	≤
	=
	20
	≤
	=
	≥


Задача 8.
7x1+x3-4x4→max,

x1-x2+2x3-x4≤6,

2x1+x2-x3≤-1,

x1,x2,x3,x4≥0.
Задача 9.

x1+x3+x5→max,

x1+2x2+3x3-x4-x5≤6,

x1-x2-2x3+x4+x5≤5,

x1,x2,x3,x4,x5≥0.
Задача 10.

4x1+5x2+2x3+x4+x5→min,

-3x1+5x2+4x3+2x4+2x5=1,

-4x1-6x2-x3+x4+3x5=-1,

x1,x2,x3,x4,x5≥0.
Задача 11.

6x1+3x2-x3-2x4→max,

3x1+2x2+x3+x4≤0,

2x1+2x2-x3-x4=1,

x2≥0,x3≥0,x4≥0.
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