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Решение одномерного уравнения переноса

Постановка и анализ задачи

Используя схему бегущего счёта и итерационные методы решить уравнение 


 

Для того чтобы определить, не претерпевает ли решение разрыв, составим уравнения характеристик и посмотрим, будут ли они пересекаться. Для данной задачи уравнение характеристик будет иметь вид:


 


 

 

 

1) 
 
2) 
 

Построим характеристики:
[image: 2015-06-07 19-55-27 Mathcad - [omm]]
Характеристики не пересекаются в расчетной области, следовательно решение не имеет разрывов.

Численное решениеn,m+1
n-1,m+1

h

Для решения задачи будем использовать трехточечный шаблон                 τ

поскольку он обладает безусловной устойчивостью и монотонностью.
n, m

Перейдем к консервативной схеме:

 

Введем разностную сетку:


 

Разностная аппроксимация этого уравнения выглядит следующим образом:

 
Для начальных и граничных условий имеем:


  

Полученную разностную задачу будем решать при помощи схемы бегучего счета. 

 
Будем решать это уравнение итерационным методом касательных Ньютона.

 

В качестве начального приближения будем брать  .
Процесс останавливается при достижении заданной точности 

 

Результаты работы программы представлены на рисунке
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Программа на языке Matlab, реализующая описанный выше метод, представлена ниже:


clear;
clc;
eps=0.001;

% Границы интервала по x
a = 0;
b = 1;
% Время счёта T
T = 1;
% Число узлов по x и по t 
N = 50;
M = 100;
% Вычисляем шаги по каждой сетке и сами сетки
h = (b - a)/N;
x = [a:h:b];
tau = T/M;
t = [0:tau:T];
% Подготавливаем массив, который будет содержать 
% сеточные значения функции u(n,m)
u = zeros(M+1,N+1);
 
u = SolvingOfPDE(M,N,x,tau,h,eps);

% Рисуем начальное условие
for m = 2:M+1
    plot(x,u(1,:),'-g');
    hold on;
    plot(x,u(m,:),'-r');
    hold off;
    axis([0 1 0 1]);
    drawnow;
    pause(0.001);
end
 
[T,X] = meshgrid(x,t);
surf(T,X,u);
colormap hsv;
xlabel('X','FontSize',16);
ylabel('Time','FontSize',16);
zlabel('U','FontSize',16)

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
function u = NewtonsMethod(u1,u2,tau,h,eps)
% Функция, которая реализует метод Ньютона
 
    % u1 = u(n-1,m+1)
    % u2 = u(n,m)
    % u = x = u(n,m+1)
    
    % tau - шаг по времени
    % h - шаг по координате
    
    % eps - относительная точность с которой решается уравнение 
 
    % В качесве начального приближения для x выбираем значение функии
    % в одном из ближайших к нему узлов (например, u(n-1,m+1)
    x(1)= u1;
    
    % Запускаем итерационный процесс метода Ньютон
    % Максимальное число итераций поставлено сильно завышенным,
    % так как в задачах такого типа для достижения относительной точности
    % порядка 0.01% - 1% вряд ли потребуется более 5 итераций
    for n=1:50
    
        % Непосредственно формула метода Ньютона
        x(n + 1) = x(n) - (1/tau*x(n)-1/tau*u2+1/h*atan(x(n)^4+1)-1/h*atan(u1^4+1))/(1/tau+1/h*4*(x(n)^3)/(1+(x(n)^4+1)^2));
        
        % Критерий прекращения итерационного процесса по выходу 
        % на заданную относительную точность eps
        % согласно спецкурсу самого Н.Н. Калиткина
        if (n > 1) && (abs(((x(n + 1) - x(n))/(1 - (x(n + 1) - x(n))/(x(n) - x(n - 1))))/x(n + 1)) < eps)
            break
        end
    
    end
    
    % Результат работы функции
    u = x(n+1);
    
   
end
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
function u_next = CalculationOfTheSolutionOnTheNextLayer(u,tau,h,eps)
% Функция, которая по сеточным значениям функции на текущем временном слое
% вычисляет сеточные значения функции на следующем временном слое
 
    % u - сеточные значения функции на текущем временном слое
    % u_next - сеточные значения функции на следующем временном слое
    
    % Подготавлиеваем массив, который будет содержать
    % сеточные значения функции на следующем временном слое
    u_next = zeros(1,length(u));
    % Учитываем граничное условие
    u_next(1) = 0;
    
    % Реализуем схему бегущего счёта 
    for n=2:length(u)
        u_next(n) = NewtonsMethod(u_next(n-1),u(n),tau,h,eps);
    end
 
end
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
function u = SolvingOfPDE(M,N,x,tau,h,eps)
% Функция, которая находит сеточные значения функции,
% которая является решением PDE (УЧП)
 
    u = zeros(M+1,N+1);
    % Задаём начальное условие
    for n=1:N+1
        %u(1,n) =  1-2*(x(n)-1/2)^2;
         u(1,n) =  x(n)^2;
    end
    
    % Вычисляем решение на всех временных слоях
    for m=1:M
        u(m+1,:) = CalculationOfTheSolutionOnTheNextLayer(u(m,:),tau,h,eps);
    end
    
end
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-----------------------------------------------------------------------------------------
С применением сгущений по Ричардсону
-----------------------------------------------------------------------------------------
clear;
clc;
eps=0.001;

% Начальное число узлов по x и по t 
N_0 = 20;
M_0 = 20;
 
% Границы интервала по x
a = 0;
b = 1;
% Время счёта T
T = 1;
% Вычисляем шаги по каждой начальной сетке и сами начальные сетки
h_0 = (b - a)/N_0;
x_0 = [a:h_0:b];
tau_0 = T/M_0;
t_0 = [0:tau_0:T];
 
% Подготавливаем массив, который будет содержать 
% сеточные значения функции u(n,m)
u = zeros(M_0+1,N_0+1);
 
 
S = 7; % Число сгущений
r = 2; % Коэффициент сгущения
p = 1; % Порядок точности
 
% Массив, содержащиЙ решение на разных сетках
% (нужен для рекурентного уточнения решения по Ричардсону)
u_array = zeros(S,S,M_0 + 1,N_0 + 1); % Размерность (число сеток, на которых вычислялось решение; число рекуррентно уточнённых решений, включая исходное; базовое число узлов, содержащих решение по t; базовое число узлов, содержащих решение по x)
 
% Большой Цикл (пересчитывает решение S раз на разных сетках)
% Вектор решения выдаётся толко в совпадающих узлах
for s = 1:S 
    u = SolvingOfPDE(x_0,t_0,s,r);
    for m = 1:M_0+1
        for n = 1:N_0+1
            u_array(s,1,m,n) = u(m,n);
        end
    end
end
 
% Рекурентно уточняем решение по Ричардсону
for l = 2:S
    for s = l:S
        for i = 1:(M_0 + 1)
            for j = 1:(N_0 + 1)
                u_array(s,l,i,j) = u_array(s,l-1,i,j) + (u_array(s,l-1,i,j) - u_array(s-1,l-1,i,j))/(r^(p + (l - 1) - 1) - 1);
            end
        end
    end
end
 
% Проверяем корректную реализацию схемы (выводим эффективные порядки точности)
p = zeros(S-2,S-2);
for l = 3:S
    for s = l:S
        p(s-2,l-2)= -((log(sqrt(sum(sum((u_array(s,l-1,:,:)-u_array(s,l-2,:,:)).^2)))))-(log(sqrt(sum(sum((u_array(s-1,l-1,:,:)-u_array(s-1,l-2,:,:)).^2))))))/(log(r));
    end
end
p
 
% Сохраняем самое точное решение
solution = zeros(M_0 + 1,N_0 + 1);
for m = 1:(M_0 + 1)    
    for n = 1:(N_0 + 1)
        solution(m,n) = u_array(S,S,m,n); % Такая запись связана с особенностями синтаксиса - запись u_array(S,S,:,:) не проходит
    end
end
 
% Рисуем решение
figure;
for m = 2:M_0+1
    plot(x_0,solution(1,:),'-g');
    hold on;
    plot(x_0,solution(m,:),'-r');
    hold off;
    axis([0 1 0 1]);
    drawnow;
    pause(0.001);
end
 
figure;
[T,X] = meshgrid(x_0,t_0);
surf(T,X,u);
colormap hsv;
xlabel('X','FontSize',16);
ylabel('Time','FontSize',16);
zlabel('U','FontSize',16)
 
 
% Рисуем в двойном логарифмическом масштабе графики зависимостей ошибок от
% числа сеток
figure;
clear delta;
clear N_mesh;
delta = zeros(S-1,S-1);
N_mesh = zeros(S-1,S-1);
 
for l = 1:S-1
    
    for s = l:S-1
        delta(s - l + 1,l) = sqrt(sum(sum((u_array(s+1,l,:,:)-u_array(s,l,:,:)).^2)));
        N_mesh(s - l + 1,l) = M_0*(r^(s))*N_0*(r^(s));
    end
    loglog(N_mesh(:,l),delta(:,l));
    hold on;
end
axis([M_0*(r^1)*N_0*(r^1) M_0*(r^(S-1))*N_0*(r^(S-1)) 0 delta(1,1)]);

----------------------------------------------------------------------------------------------------
function u = NewtonsMethod(u1,u2,tau,h,eps)
% Функция, которая реализует метод Ньютона
 
    % u1 = u(n-1,m+1)
    % u2 = u(n,m)
    % u = x = u(n,m+1)
    
    % tau - шаг по времени
    % h - шаг по координате
    
    % eps - относительная точность с которой решается уравнение 
 
    % В качесве начального приближения для x выбираем значение функии
    % в одном из ближайших к нему узлов (например, u(n-1,m+1)
    x(1)= u1;
    
    % Запускаем итерационный процесс метода Ньютон
    % Максимальное число итераций поставлено сильно завышенным,
    % так как в задачах такого типа для достижения относительной точности
    % порядка 0.01% - 1% вряд ли потребуется более 5 итераций
    for n=1:50
    
        % Непосредственно формула метода Ньютона
        x(n + 1) = x(n) - (1/tau*x(n)-1/tau*u2+1/h*atan(x(n)^4+1)-1/h*atan(u1^4+1))/(1/tau+1/h*4*(x(n)^3)/(1+(x(n)^4+1)^2));
        
        % Критерий прекращения итерационного процесса по выходу 
        % на заданную относительную точность eps
        % согласно спецкурсу самого Н.Н. Калиткина
        if (n > 1) && (abs(((x(n + 1) - x(n))/(1 - (x(n + 1) - x(n))/(x(n) - x(n - 1))))/x(n + 1)) < eps)
            break
        end
    
    end
    
    % Результат работы функции
    u = x(n+1);
    
end
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------
function u_next = CalculationOfTheSolutionOnTheNextLayer(u,tau,h,eps)
% Функция, которая по сеточным значениям функции на текущем временном слое
% вычисляет сеточные значения функции на следующем временном слое
 
    % u - сеточные значения функции на текущем временном слое
    % u_next - сеточные значения функции на следующем временном слое
    
    % Подготавлиеваем массив, который будет содержать
    % сеточные значения функции на следующем временном слое
    u_next = zeros(1,length(u));
    % Учитываем граничное условие
    u_next(1) = 0;
    
    % Реализуем схему бегущего счёта 
    for n=2:length(u)
        u_next(n) = NewtonsMethod(u_next(n-1),u(n),tau,h,eps);
    end
 
end
=--------------------------------------------------------------------------------------------------
function u_final = SolvingOfPDE(x_0,t_0,s,r)
% Функция, которая находит сеточные значения функции,
% которая является решением PDE (УЧП)
    
    % Входные параметры:
    % x_0 - начальная сетка по x
    % t_0 - начальная сетка по t
    % s - номер сетки (нумерация начинается с 1)
    % r - коэффициент сгущения
    
    % Выходной параметр:
    % u_final - массив, содержащий решение в узлах, 
    %совпадающих с узлами исходной сетки
 
    % Число интервалов на исходной сетке
    N_0 = length(x_0) - 1; 
    M_0 = length(t_0) - 1;
    
    % Формируем сгущённую в r^(m - 1) раз сетку
    
    % Вычисляем число интервалов на сгущённых сетках с номерами (s - 1)
    N = N_0*(r^(s - 1)); 
    M = M_0*(r^(s - 1));
    
    % Подготавливаем массивs для сгущённой (s - 1) раз сетки по x
    x = zeros(1,N + 1);
    for n = 1:N_0
        for i=1:r^(s - 1)
            x((n - 1)*r^(s - 1) + i) = x_0(n) + ((x_0(n + 1) - x_0(n))/(r^(s - 1)))*(i - 1);
        end
    end
    x(N + 1) = x_0(N_0 + 1); % Последний элемент сгущённой сетки не "пробегается" в основном цикле. Поэтому определяем его здесь
    
    % Подготавливаем массивs для сгущённой (s - 1) раз сетки по t
    t = zeros(1,M + 1);
    for m = 1:M_0
        for i=1:r^(s - 1)
            t((m - 1)*r^(s - 1) + i) = t_0(m) + ((t_0(m + 1) - t_0(m))/(r^(s - 1)))*(i - 1);
        end
    end
    t(M + 1) = t_0(M_0 + 1); % Последний элемент сгущённой сетки не "пробегается" в основном цикле. Поэтому определяем его здесь
    
    % Подготоваливаем массивы для решения
    u = zeros(M+1,N+1); % Массив значений восстановленной функции в узлах
    u_final = zeros(M_0+1,N_0 + 1); % Массив значений восстановленной функции в узлах, совпадающих с исходной сеткой
    
    % Задаём начальное условие
    for n=1:N+1
        %u(1,n) =  1-2*(x(n)-1/2)^2;
        u(1,n) =  x(n)^2;
    end
    
    % Вычисляем шаги на сгущённой сетке
    h = x(2) - x(1);
    tau = t(2) - t(1);
    
    % Точность, с которой решается ищется решение уравениния с помощью
    % метода Ньютона в функции NewtonsMethod
    eps=0.0001;
    
    % Вычисляем решение на всех временных слоях
    for m=1:M
        u(m+1,:) = CalculationOfTheSolutionOnTheNextLayer(u(m,:),tau,h,eps);
    end
    
    % Выбираем на каждой сетке узлы, совпадающие с исходными
    for m = 1:(M_0 + 1)
        for n = 1:(N_0 + 1)
            u_final(m,n) = u((m - 1)*r^(s - 1) + 1,(n - 1)*r^(s - 1) + 1);
        end
    end
    
end
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Зеленым- начальное условие.
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Решение двумерного уравнения теплопроводности

Постановка задачи

Используя метод переменных направлений, решить задачу


 

Численное решение

Введем разностную сетку в области








· - число узлов вдоль оси x , [image: ] - шаг по времени.
Сеточная функция:


 Введем разностную аппроксимацию оператора Лапласа:


Значение искомой функции известно из начальных условий.
Решать поставленную задачу следует методом переменных направлений. Введем обозначения :



В дальнейшем для сокращения записи неизменяющиеся индексы мы
будем опускать.
Аппроксимируем граничные условия :



Используемая схема переменных направлений сочетает в себе достоинства явной и неявной схемы, то есть Q = O([image: ][image: ]) и абсолютно устойчива. Следовательно, она экономична. Запишем разностную аппроксимацию для данного случая:


Таким образом, мы вводим промежуточный дробный слой k + 1/2, в результате переход со слоя k на слой k + 1 будет осуществляться в два этапа: сначала решается первое разностное уравнение, неявное по направлению x и явное по направлению y , а затем решается второе
разностное направление явное по направлению x и неявное по направлению y . Запишем явный вид разностных операторов на примере первого полуслоя:


Собираем коэффициенты при неизвестных w , и проделывая аналогичное для второго полуслоя , мы приходим к следующей задаче:


Для каждого полуслоя будем решать полученную задачу методом прогонки :
пусть имеется уравнение заданного вида с условиями:


Прямой прогонкой находятся коэффициенты



Обратной прогонкой находятся значения функции по формулам



Результаты работы программы представлены на рисунках




Начальные условия (t=0)
[image: t=0]






t=0.01
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t=0.05
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Программа на языке Matlab, реализующая описанный выше метод, представлена ниже:
clear
clc
 
%Границы области
X1 = 0; X2 = pi/3;
Y1 = 0; Y2 = pi/2;
T = 0.2;
 
%Число узлов
N = 30; M = 30; J = 200;
 
%Сетки 
h1 = (X2 - X1)/N; x = X1:h1:X2;
h2 = (Y2 - Y1)/M; y = Y1:h2:Y2;
tau = T/J; t = 0:tau:T;
 
%Решение на данной сетке
u = Solution(T, X1, X2, Y1, Y2, J, N, M);
 
%Вывод результатов. Решение в определенный момент времени
draw
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------
function u = Solution(T,X1,X2,Y1,Y2,J,N,M);
%Функция, возращающая решение двумерного уравнения теплопроводности на
%заданном количестве узлов сетки
 
    %Сетки 
    h1 = (X2 - X1)/N; x = X1:h1:X2;
    h2 = (Y2 - Y1)/M; y = Y1:h2:Y2;
    tau = T/J;
 
    %Массив решений на заданной сетке
    u = zeros(J + 1, N + 1, M + 1);
 
    %Массив решений на промежуточном слое
    w = zeros (N + 1, M + 1);
 
    %Промежуточные переменные, которые необходимы для реализации метода
    %прогонки
    a = zeros(N - 1,1); b = zeros(N - 1,1);
    c = zeros(N - 1,1); d = zeros(N - 1,1);
    aa = zeros(M - 1,1); bb = zeros(M - 1,1);
    cc = zeros(M - 1,1); dd = zeros(M - 1,1);
 
    %Константа уравнения ( du/dt = A*\delta{u} + f ) 
    A = 1;
 
    % Начальное условие задачи
    for n = 1:(N + 1)
        for m = 1:(M + 1)
            u(1,n,m) = cos(3*x(n))*sin(4*y(m));
        end
    end
 
    %Решение задачи методом переменных направлений
    for j = 2:J+1
        %Cоздаем промежуточный временной слой j - 1/2. Переход со слоя j - 1 на
        %слой j - 1/2 неявный по x и явный по y
        for m = 2:M
            %Формируем трехдиагональную матрицу
            for n = 2:N
                a(n - 1) = A*0.5*tau/(h1^2);
                b(n - 1) = -( 1 + A*tau/(h1^2) );
                c(n - 1) = A*0.5*tau/(h1^2);    
                d(n - 1) = -A*0.5*tau/(h2^2)*( u(j - 1, n, m - 1)... 
                    - 2*u(j - 1, n, m) + u(j - 1, n, m + 1) ) -...
                    u(j - 1, n, m); % - 0,5*tau*f (в данном случае f == 0)     
            end            
            %Используем метод прогонки для решения СЛАУ с трехдиагональной
            %матрицей
            pr1 = Progonka(a,b,c,d);
            %Это и есть решение на промежуточном слое во внутренних точках
            for n = 2:N
                w(n,m) = pr1(n - 1);
            end
        end
        %Используя граничные условия, получим
        for m = 1:(M+1)
            w(1, m) = (4/3)*w(2,m) - (1/3)*w(3,m);
            w(N + 1, m) = (4/3)*w(N,m) - (1/3)*w(N - 1,m);
        end
        for n = 1:(N+1)
            w(n, 1) = 0;
            w(n, M + 1) = 0;
        end
        %Таким образом, w(n,m) есть решение на промежуточном временном
        %слое j - 1/2
 
        %Теперь находим решение на слое j. Переход со слоя j - 1/2 на
        %слой j явный по x и неявный по y
        for n = 2:N
            %Формируем трехдиагональную матрицу
            for m = 2:M              
                    aa(m - 1) = A*0.5*tau/(h2^2);
                    bb(m - 1) = -(1 + A*tau/(h2^2));
                    cc(m - 1) = A*0.5*tau/(h2^2);
                    dd(m - 1) = -A*0.5*tau/(h1^2)*( w(n-1, m) - 2*w(n, m)...
                        + w(n + 1, m) ) - w(n, m); % - 0,5*tau*f (в данном случае f == 0)
            end    
            %Используем метод прогонки для решения СЛАУ с трехдиагональной
            %матрицей
            pr2 = Progonka(aa,bb,cc,dd);
            %Это и есть решение во внутренных точках
                for m = 2:M
                    u(j,n,m) = pr2(m - 1);
                end
        end
        %Используя граничные условия, получим решение на границе области
        for m = 1:(M+1)
            u(j,1, m) = (4/3)*u(j,2,m) - (1/3)*u(j,3,m);
            u(j,N + 1, m) = (4/3)*u(j,N,m) - (1/3)*u(j,N - 1,m);
        end
        for n = 1:(N+1)
            u(j, n, 1) = 0;
            u(j, n, M + 1) = 0;    
        end
    end
end
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
function y = Progonka(a, b, c, d);
 
    %Функция, которая возврящает решение СЛАУ с трехдиагональной матрицей.
    %Система имеет вид a_{i}*x_{i - 1} + b_{i}*x_{i} + c_{i}*x_{i + 1} = d_{i} 
    
    %Размерность системы
    N = length(b);
 
    %Прямой ход прогонки
  
    A = zeros(N - 1,1); 
    A(1) = c(1)/b(1); 
    for i = 2:(N - 1)
        A(i) = ( c(i) )/( b(i) - a(i)*A(i - 1) );
    end
    B = zeros(N,1);
    B(1) = d(1)/b(1);
    for i = 2:N
        B(i) = (d(i) - a(i)*B(i - 1)   )/( b(i) - a(i)*A(i - 1) );
    end
    
    %Обратный ход прогонки
    
    x = zeros(N,1);
    x(N) = B(N);
    for i = (N-1):(-1):1
        x(i) = B(i) - A(i)*x(i + 1);
    end
    
    y = x;
end
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
%Повышение точности по Ричардсону 
 
%Границы области
X1 = 0; X2 = pi/3;
Y1 = 0; Y2 = pi/2;
T = 0.01;
%Константа сгущения
r = 2;
%Порядки точности
p = 1; q = 1;
%Количество узлов
N = 15; M = 15; J = 6;
%Количество сгущений
K = 5 ;                   
  
U = cell(K+1); 
 
%Решение на несгущенной сетке
U{1,1} = Solution(T,X1,X2,Y1,Y2,J,N,M);
 
R = cell(K);
UU = zeros(J + 1, N + 1, M + 1);
 
for i = 2:(K+1)
    i
    %Решения на сгущенных сетках(Первый столбец) 
    U{i,1} = Solution(T,X1,X2,Y1,Y2,J*r^(i-1),N*r^(i-1),M*r^(i-1)); 
    %Вспомогательная переменная для хранения решения в совпадающих узлах
    for jj = 0:J      
        for nn = 0:N
            for mm = 0:M
            UU(jj +1, nn +1, mm +1) =U{i,1}(r^(i - 1)*jj +1 ,r^(i - 1)*nn +1, r^(i - 1)*nn +1 );
            end
        end
    end 
    U{i,1} = UU;
    %Поправки R, вычисляемые по формуле Рунге - -Ромберга
    R{i,1} = (  U{i,1} - U{i-1,1} )/( r^( p ) - 1); 
    %Второй столбец
    U{i,2} = U{i,1} + R{i,1}; 
    %Остальные столбцы
    for j = 2:(i-1)                             
            R{i,j} = ( U{i,j} - U{i-1,j} )/( r^(p+ q*(j-1)) - 1);
            U{i,j+1} = U{i,j} + R{i,j};      
    end
end
 
%Эффективные порядки точности
P = zeros(K);
for i = 1:K
    for j = 1:(i-1)
        P(i,j) = log( NormOf3Massiv( R{i,j} )/NormOf3Massiv( R{i+1,j} )  )/ log(r) ;
    end
end
 
P
 
 
Y = zeros (K-1,K-1);
for i = 2:K
    for  n = 1:(i-1)
    Y(i-1,n) = NormOf3Massiv( R{i,n} );
    end
end
 
 
X = zeros( size(Y,1), 1);
for i = 1:size(Y,1)
    X(i) = M*r^(i-1);
end
 
 
loglog(X, Y(:,1), '-g');
hold on;
loglog(X, Y(:,2), '-r');
hold on;
loglog(X, Y(:,3), '-b');
-----------------------------------------------
function u = NormOf3Massiv(A);
%Функция, вычисляющяя норму 3 мерного массива 
 
%L_2 норма
    NN = 0;
    for i = 1:size(A,1)
        for j = 1:size(A,2)
            for k = 1:size(A,3)
                NN = NN + abs((A(i,j,k)))^2;
            end
        end
    end
    u = sqrt(NN);    
end
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