Лабораторная работа №4
Решение задачи условной оптимизации
1. Цель работы и задачи работы

Закрепить теоретические сведения о классических методах решения задач оптимизации с гладкими целевыми функциями при наличии ограничений в форме равенств. Освоить приемы их применения в среде MathCAD.
2. Теоретические сведения, необходимые для выполнения лабораторной работы

2.1. Постановка задачи условной оптимизации

В задачах условной оптимизации переменные x1, x2,..., xn связаны между собой определёнными  соотношениями в виде равенств

(i (x*) = 0,  i=1,...,m  (m(n).
Эти равенства называют уравнениями связи или ограничениями.

Таким образом, постановка задачи условной оптимизации такова: требуется определить 
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при условии  (i(x) = 0, i=1,...,m,; где m < n.

Решение данной задачи может быть осуществлено двумя основными способами.

2.2. Метод исключения переменных

Из системы уравнений связи необходимо выразить m переменных через оставшиеся (n-m) (если это возможно). Подставив полученное выражение в функцию f(x), получим новую функцию от (n-m) переменных. Эти переменные будут независимыми, поэтому мы переходим к задаче безусловной оптимизации. Решив эту задачу и определив (n-m) переменных, по уравнению связи найдем значения остальные m переменных.

Пример. Необходимо найти экстремум функции 
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Решение.

Из уравнения связи 
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 выражаем 
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 и подставляем в f(X):
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Таким образом решение исходной задачи свелось к определению безусловного экстремума функции 
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Определяем стационарные точки функции 
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Решение этого уравнения даёт две стационарные точки:
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Находим вторые производные в этих точках:


[image: image11.wmf]221222

222

222

2

222

222

**

()()()

9048,120,120

xxxx

dfxdfxdfx

x

dxdxdx

==

=-×+=>=-<

.
В соответствии с достаточными условиями экстремума получаем, что в точке 
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 функция имеет минимум f(X1*)=0.08, а в точке 
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 – максимум f(X2*)=0.2222.

Достоинство метода – его идейная простота, основной недостаток – необходимость аналитического выражения из условий связи одних переменных через другие, что не всегда возможно. От этого недостатка свободен следующий метод.

2.2. Метод множителей Лагранжа

Данный метод, представляющий собой другой способ сведения задачи условной оптимизации к безусловной оптимизации, включает в себя следующие основные этапы.
1. Для рассматриваемой исходной задачи оптимизации составляется функция Лагранжа:
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которая содержит n+m переменных x1, x2,…,xn, (1, (2,… (m.

2. Для функции L(x,() решается задача на безусловный экстремум.

 Для этого определяются стационарные точки функции Лагранжа решением системы уравнений:
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,   ( i=1,…, m).

Как видно, последние m уравнений совпадают с уравнениями связи.

Решение полученной системы (n+m) уравнений дает значения x* и (*. Учитывая, что в точке  экстремума (i(x)=0 для всех i=1,…,m, значение функции Лагранжа в этой точке будет совпадать со значением целевой функции, т.е.

L(x*,(*) = f(x*),

Записанные выше уравнения, из которых определяются стационарные точки, являются лишь необходимыми условиями экстремума функции f(x).

3. Производится анализ стационарных точек на соблюдение в них достаточных условий экстремума.

Достаточные условия можно сформулировать следующим образом:

Для того, чтобы функция f(x) имела минимум в стационарной точке x* достаточно чтобы квадратичная форма 
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где gij = (2L(x,()/(xi(xj  при x=x*, (= (*, была положительна для всех ненулевых значений вектора h, удовлетворяющего условиям:
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  для всех  k=1,…,m,  где aki = ((k(x)/(xi   при  x=x*.

Достоинство данного метода – его применимость к задачам с уравнениями связи любой сложности, основной недостаток – размерность решаемой задачи безусловной оптимизации увеличивается на число уравнений связи. 

Пример. Методом множителей Лагранжа найти экстремум функции 
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 при наличии ограничений, заданных функцией 
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На рисунке 2.1 приведен фрагмент документа MathCAD, в котором решена сформулированная задача.
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3. Порядок выполнения работы

3.1. Создать текстовый блок, содержащий название работы, номер варианта, ФИО студента, отформатировать текст в соответствии с образцом, приведенном на рисунке 3.1.

Лабораторная работа №4
Решение задачи условной оптимизации

Вариант задания:                                       № 11
Выполнил: 


студент гр. 111111 Иванов И.И.

Цель работы:        Закрепить теоретические сведения о классических методах решения задач оптимизации с гладкими целевыми функциями при наличии ограничений в форме равенств. Освоить приемы их применения в среде MathCAD.
Рисунок 1.1. – Образец форматирования текста
3.2. Для задачи условной оптимизации, соответствующей Вашему личному варианту 

(см. таблицу 1), составить функцию Лагранжа 
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3.3. Найти частные производные функции Лагранжа и определить ее стационарные точки.

3.5. Рассчитать гессиан для каждой стационарной точки, определить ее характер экстремума по критерию Сильвестра.

3.6. Определить точки глобального минимума и максимума.
3.7. Построить график целевой функции 
[image: image24.wmf](
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 и  ограничивающей, демонстрирующий глобальный экстремум.
3.8. Решить задачу условной оптимизации встроенными средствами MathCAD.

При оформлении отчета лабораторной работы каждый пункт задания необходимо  начинать текстовым блоком с указанием номера и краткой формулировкой содержания пункта. Например: 2. Функция Лагранжа. 3. Определение стационарных точек функции.

                                                                                                                  Таблица 1

                Варианты заданий
	№
	Целевая и ограничивающая функции
	№
	Целевая и ограничивающая функции
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4. Правила выполнения и содержание отчёта по лабораторной работе

Отчет по лабораторной работе представляет собой распечатку файла, получившегося

при выполнении в среде Mathcad  пунктов задания, указанных в  разделе 3. Отчет подписывается исполнителем.

5. Контрольные вопросы
1. Сформулируйте задачу условной оптимизации и поясните почему число m уравнений связи должно быть меньше числа n переменных целевой функции ?
2. Сформулируйте и поясните достоинства и недостатки метода исключения.
3. Сформулируйте и поясните достоинства и недостатки метода Лагранжа.
4. Каким образом находятся стационарные точки задачи условной оптимизации?
5. Сформулируйте достаточные условия минимума в задаче условной оптимизации.

6. Сформулируйте достаточные условия максимума в задаче условной оптимизации.
6. Рекомендуемая литература

6.1. Пантелеев, А.В. Методы оптимизации в примерах и задачах : учебное пособие для втузов / А.В.Пантелеев, Т.А. Летова . – 2-е изд., испр. – М. : Высш. шк., 2005 . – 544с. (15экз.)
6.2. Костин В.Н. Оптимизационные задачи электроэнергетики: учеб. пособие. – Спб.: СЗТУ, 2003. – 120с. (Электр. вариант)
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