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2. Корреляционный и регрессионный анализ

2.1. Основные задачи

Рассмотрим виды и формы связей, различаемые при обработке наблюдений. Связи между различными явлениями и их признаками можно разделить на два типа: функциональные и стохастические. Если два признака X и Y связаны функциональной зависимостью, то по значению одного из них можно точно указать значение другого. Например, зная рост X в сантиметрах наугад взятого человека, можно указать его рост Y в метрах. Стохастическая связь проявляется не в каждом отдельном случае, а в среднем при большом числе наблюдений. Если X — рост наугад взятого человека  в сантиметрах,  то  
[image: image141.png]


 — вес в килограммах. Изучение такого вида связей — предмет исследования корреляционного и регрессионного анализа. При этом независимый признак X называется фактором, а зависимый Y — откликом.

Основные задачи корреляционного анализа:

1) выяснить, есть ли связь между двумя признаками;

2) измерить силу этой связи;

3) отобрать факторы, оказывающие наиболее сильное влияние на отклик.

В задачи регрессионного анализа входят следующие:

1) описание формы зависимости;

2) нахождение коэффициентов уравнения, описывающего зависимость, и оценка их точности;

3) оценка качества полученной зависимости (адекватность модели).

2.2. Коэффициент корреляции Пирсона

Коэффициент корреляции Пирсона 
[image: image2.wmf]XY
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 измеряет тесноту линейной связи между переменными X и Y

[image: image3.wmf](

)

Y

X

y

X

XY

m

Y

m

X

M

r

σ

σ

)

)(

(

-

-

=


и обладает следующими свойствами.

Для любых переменных X и Y его абсолютная величина не превосходит единицы: 
[image: image4.wmf].
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Значение коэффициента корреляции равно +1 или –1 тогда и только тогда, когда между переменными X и Y существует линейная функциональная связь 
[image: image5.wmf].
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Если переменные X и Y независимы, то 
[image: image6.wmf].
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то переменные X и Y называются некоррелированными. Некоррелированность переменных означает отсутствие между ними линейной стохастической зависимости, но не означает отсутствия связи вообще.

Точечной оценкой коэффициента корреляции 
[image: image8.wmf]XY
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является выборочный коэффициент корреляции  
[image: image9.wmf],

~

XY

r

 который можно рассчитывать по формулам:
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где 
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— независимая выборка объема n из двумерной генеральной совокупности;
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— средние арифметические значения (выборочные средние) переменных X и Y;
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— выборочные средние квадратические отклонения переменных X и Y.

Коэффициент корреляции 
[image: image14.wmf],
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, рассчитанный по выборке, является значением случайной величины, распределение которой с увеличением количества наблюдений (свыше 50) стремится к нормальному. С уменьшением количества наблюдений надежность этой оценки падает. Поэтому после вычисления оценки 
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  необходимо решить вопрос о значимости коэффициента корреляции.

Значимость коэффициента корреляции проверяется с помощью статистики, имеющей распределение Стьюдента (табл. 2.1).

Таблица 2.1   Проверка значимости коэффициента корреляции Пирсона

	Гипотеза
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	Предположение
	Двумерная нормальная генеральная совокупность

	Оценки по выборке
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	Значение статистики К
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	Распределение статистики К
	Стьюдента 
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Пример 1. Проводится изучение зависимости массы монеты Y в граммах от времени обращения X (число лет обращения).

По результатам десяти наблюдений (табл. 2.2) выяснить, значима ли корреляция между массой монеты и временем ее обращения.

Решение. Рассчитаем по выборке объема 
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 (табл. 2.2) оценки средних 
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 и дисперсий 
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Таблица 2.2     Данные примера 1

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
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	5
	9
	14
	17
	23
	31
	35
	42
	46
	50
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	2.82
	2.85
	2.8
	2.8
	2.79
	2.78
	2.77
	2.79
	2.75
	2.72
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По формуле (2.1) получим значение выборочного коэффициента корреляции 
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 — можно предполагать достаточно сильную линейную отрицательную зависимость между массой монеты и возрастом ее обращения. Так как выборка малого объема, проверим значимость коэффициента корреляции.

Основная гипотеза 
[image: image27.wmf]0
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 состоит в том, что коэффициент корреляции 
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 незначим 
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 т.е. между переменными X и Y нет линейной связи. Альтернативная гипотеза 
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 — коэффициент корреляции значим, переменные X и Y связаны отрицательной линейной зависимостью.

Наблюдаемое значение статистики K (табл. 2.1) равно
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Зададим уровень значимости 
[image: image32.wmf]01
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 и определим границу критической области по таблице распределения Стьюдента. По виду альтернативной гипотезы заключаем, что критическая область является левосторонней: 
[image: image33.wmf]].
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 Значение 
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 находим по таблице распределения Стьюдента (приложение 2): 
[image: image35.wmf].
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Наблюдаемое значение 
[image: image36.wmf]668
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 попадает в критическую область 
[image: image37.wmf]],
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 поэтому основную гипотезу следует отвергнуть в пользу альтернативы: связь между переменными X и Y значима.

Данные наблюдений на уровне значимости 0.01 говорят о том, что масса монеты в среднем линейно убывает при увеличении возраста монеты.

2.3. Регрессионые модели

Предположим, что нам необходимо описать в виде некоторой функции взаимосвязь двух переменных X и Y (X — фактор, независимая переменная: Y — отклик, зависимая переменная): 
[image: image38.wmf]).
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 По результатам наблюдений мы можем оценить эту зависимость приближенно (в силу воздействия неучтенных факторов, случайных причин, ошибок измерения): 
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 где 
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 — случайная переменная, называемая возмущением. Предполагается, что среднее значение возмущения равно нулю: 
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 При этом для каждого значения 
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 мы имеем случайную переменную Y со средним значением (математическим ожиданием) 
[image: image43.wmf]).
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 Функция 
[image: image44.wmf])
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 называется функцией регрессии случайной переменной Y на X, а график этой функции — линией регрессии. Уравнение регрессии позволяет определить, каким в среднем будет значение отклика Y  при том или ином значении фактора X.

Форма регрессионной зависимости (вид функции 
[image: image45.wmf])
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) определяется по диаграмме рассеяния, которую получают, нанося экспериментальные точки  
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на координатную плоскость (рис. 2.1).
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По диаграмме рассеяния подбирают некоторую гладкую кривую таким образом, чтобы она располагалась как можно «ближе» к экспериментальным точкам. Часто в качестве такой кривой выбирают прямую линию (рис. 2.1, а) 
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 или многочлен (рис. 2.1, б) 
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Пусть по диаграмме рассеяния выбран вид зависимости 
[image: image49.wmf]).
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 Неизвестные коэффициенты 
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этой модели подбираются по методу наименьших квадратов. Согласно этому методу сумма квадратов отклонений экспериментальных значений 
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 от модельных 
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 должна быть минимальной:
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                 (2.3)
2.4. Уравнение парной линейной регрессии

Пусть по диаграмме рассеяния на основе выборки 
[image: image54.wmf])
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определена форма зависимости X и Y в виде прямой линии: 
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. Оценки коэффициентов 
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найденные методом наименьших квадратов из условия (2.3), имеют вид:
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где 
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 — средние значения переменных X и Y, рассчитанные по выборке;
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 — несмещенные оценки дисперсий X и Y;
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 — оценка коэффициента корреляции Пирсона.

Коэффициент 
[image: image62.wmf]1
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 в уравнении линейной регрессии характеризует влияние, которое оказывает изменение X на изменение Y. Поэтому оценка 
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 используется для расчета выборочного коэффициента эластичности
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Коэффициент эластичности Э показывает, на сколько процентов в среднем изменится значение отклика Y при изменении фактора X на 1 %.

Пример 1. Предположим, что нас интересует выручка от продажи баночного пива в магазинах города в течение дня. При исследовании 20 магазинов получены следующие данные (табл. 2.3). Построить регрессионную модель зависимости выручки магазина от числа посетителей.

Таблица 2.3     Данные примера 1

	№ п/п
	Число 

посетителей
	Выручка (у.е.)
	№ п/п
	Число 

посетителей
	Выручка (у.е.)

	1
	907
	11.20
	11
	679
	7.63

	2
	926
	11.05
	12
	872
	9.43

	3
	506
	6.84
	13
	924
	9.46

	4
	741
	9.21
	14
	607
	7.64

	5
	789
	9.42
	15
	452
	6.92

	6
	889
	10.08
	16
	729
	8.95

	7
	874
	9.45
	17
	794
	9.33

	8
	510
	6.73
	18
	844
	10.23

	9
	529
	7.24
	19
	1010
	11.77

	10
	420
	6.12
	20
	621
	7.41
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[image: image136.emf]Решение. Факторной переменной в данной задаче является X — число посетителей магазина; откликом Y — выручка магазина. Построим диаграмму рассеяния по имеющимся данным (рис. 2.2). 

Рис. 2.2. Диаграмма рассеяния для данных примера 1

По виду диаграммы есть основания предполагать линейную зависимость выручки от числа посетителей магазина.

Для расчета коэффициентов регрессии найдем средние значения
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несмещенные оценки дисперсий
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и оценку коэффициента корреляции Пирсона
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Близость коэффициента корреляции к единице свидетельствует о тесной положительной связи между выручкой магазина и числом посетителей.

По формуле (2.4)  
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по формуле (2.5)  
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Таким образом, уравнение регрессии Y на X имеет вид
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Коэффициент 
[image: image71.wmf]1
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 характеризует наклон линии регрессии и значение 
[image: image72.wmf]009
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 показывает, что при увеличении X на единицу ожидаемое значение Y возрастает на 0.009. Регрессионная модель (2.7) указывает на то, что каждый новый посетитель магазина увеличивает дневную выручку на 0.009 у.е.; или можно сказать, что ожидаемый прирост ежедневной выручки составит примерно 9 у.е. при привлечении в магазин 100 дополнительных покупателей. Отсюда 
[image: image73.wmf]1

b

 может интерпретироваться как прирост ежедневной выручки, который меняется в зависимости от числа посетителей магазина.

Свободный член 
[image: image74.wmf]0
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 в уравнении (2.7) — это значение Y при 
[image: image75.wmf].
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 Поскольку маловероятно число посетителей магазина, равное нулю, то можно рассматривать 
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 как меру влияния на величину ежедневной выручки других факторов, не включенных в уравнение регрессии. Это влияние можно оценить и с помощью коэффициента детерминации.

Коэффициент детерминации 
[image: image77.wmf]2
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 для линейной модели характеризует долю объясняемого моделью разброса экспериментальных данных. В нашем примере 
[image: image78.wmf],

912

.

0

955

.

0

2

=

=

B

 следовательно, модель (2.7) учитывает 91.2 % изменения выручки магазина. Только 8.8 % разброса объясняются факторами, не включенными в уравнение регрессии.

Коэффициент эластичности для модели (2.7) вычисляем по формуле (2.6):
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т.е. при увеличении среднего числа посетителей магазина на 1 % ежедневная выручка в среднем возрастает на 0.7 %.

2.5. Линейная регрессия и прогноз

Регрессионная модель может быть использована в задачах прогнозирования. Например, мы хотим использовать модель (2.7) для предсказания средней ежедневной выручки магазина, который посетит 600 покупателей. Подставив значение 
[image: image80.wmf]600
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 в уравнение (2.7), получим предполагаемое среднее значение Y: 
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 — прогнозируемая средняя дневная выручка для магазина с 600 посетителями равна 7.661 у.е. Насколько можно доверять этому утверждению? Чтобы ответить на этот вопрос, нужно построить доверительный интервал для найденной точечной оценки.

Стандартная ошибка оценки для уравнения регрессии рассчитывается по формуле
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и характеризует отклонение фактических данных от линии регрессии.

Доверительный интервал для неизвестного генерального среднего Y при фиксированном значении 
[image: image83.wmf]x
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где 
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— среднее значение Y, рассчитанное по уравнению регрессии;
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 — двусторонняя критическая точка распределения Стьюдента с числом степеней свободы 
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Из формул (2.9), (2.10) видно, что ширина доверительного интервала зависит от заданного значения x: чем ближе x к 
[image: image90.wmf]x

, тем уже доверительный интервал (рис. 2.3). 

Ширина интервала зависит также от объема выборки n и заданной доверительной вероятности 
[image: image91.wmf]γ.


Рассчитаем 95 % доверительный интервал для среднего значения дневной выручки во всех магазинах с числом посетителей, равным 600. По уравнению регрессии получена оценка 
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Критическую точку 
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 находим по таблице распределения Стьюдента (приложение 2) с числом степеней свободы 
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 и уровнем значимости 
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Стандартную ошибку рассчитываем по формуле (2.8): 
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Теперь рассчитываем границы доверительного интервала:
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Следовательно, 95 %-ный доверительный интервал для уравнения регрессии при 
[image: image102.wmf]600
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имеет вид (7.37; 7.952) — с вероятностью 0.95 мы утверждаем, что средняя дневная выручка для всех магазинов с 600 посетителями находится между 7.37 и 7.952 у.е.

Доверительный интервал для индивидуальных значений 
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 будет шире, чем доверительный интервал для средних значений; его границы рассчитываются по формуле 
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где 
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— среднее значение Y, рассчитанное по уравнению регрессии при данном x;
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 — двусторонняя критическая точка распределения Стьюдента;
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 — рассчитывается по формуле (2.10).

Построим 95 %-ный доверительный интервал для оценки дневной выручки отдельного магазина с 600 покупателями. Правая граница интервала равна
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Следовательно, с 95 %-ной надежностью можно утверждать, что ежедневная выручка отдельного магазина, который посетили 600 покупателей, находится в пределах от 6.568 до 8.754 у.е.

2.6. Множественная линейная регрессия 

Многомерный регрессионный анализ применяется, когда одна переменная (отклик) является функцией нескольких переменных (факторов):  
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. Как и в случае парной регрессии основным методом определения коэффициентов модели является метод наименьших квадратов. Рассмотрим матричную форму записи этого метода в случае линейной формы связи отклика и факторов.

Пусть уравнение связи имеет вид 
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[image: image111.wmf]k

x

x

x

,...,

2

,

1

. Результаты наблюдений представим в виде матриц


[image: image112.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

n

y

y

y

Y

...

2

1


   и    
[image: image113.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

nk

n

n

k

k

x

x

x

x

x

x

x

x

x

X

...

..........

..........

...

....

1

0

2

21

20

1

11

10

.
В матрице Х первый столбец занимает фиктивная переменная 
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Метод наименьших квадратов требует минимизировать отклонение экспериментальных данных от модели, т.е. 
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Пользуясь правилами векторно-матричного дифференцирования 1)
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, найдем производную функции Q(b) и приравняем ее нулю:
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Формулы (2.13) дают оценку коэффициентов множественной линейной регрессии в матричной форме. Для построения доверительных интервалов и проверки адекватности модели нам потребуется остаточная дисперсия:
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Обозначим 
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, тогда доверительные интервалы можно найти по формулам 
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Для проверки адекватности модели используется статистика 
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, имеющая распределение Фишера 
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, таблицы критических точек которого приведены в приложении 3.
3. Описание лабораторных работ 

3.1 Лабораторная работа «Корреляция и линейная регрессия»

Цель работы – знакомство с числовыми коэффициентами для выявления связи между двумя переменными, построение линейной регрессионной модели, оценка ее качества. 

Задание на лабораторную работу.

Часть 1 (Приложение 4).

1) Получить набор несгруппированных данных (фактор – отклик). Рекомендуемый  инструмент для дальнейшей работы – MathCad .
2) Измерить связь между фактором и откликом с помощью коэффициента корреляции Спирмена и сравнить со значением  коэффициента корреляции Пирсона (функция corr(x,y)).

3) Найти уравнение регрессии У на Х и построить ее на одном чертеже с экспериментальными данными (функции intercept, slope). 

4) Проверить адекватность модели с помощью остаточной дисперсии. 
5) Найти доверительную зону для прогнозирования по уравнению регрессии и построить график.
3. рекомендуемые источники 
3.1 Основная литература

1. Гмурман В.Е. Теория вероятностей и математическая статистика. М: Высшая школа,2000 

2. Кремер Н.Ш. Теория вероятностей и математическая статистика.- М:ЮНИТИ-ДАНА, 2002

3. Письменный Д.Т. Конспект лекций по теории вероятностей, математической статистике и случайным процессам. - М. : Айрис-Пресс, 2006. - 287с

3.2 Дополнительная литература

1. Тюрин Ю.Н., Макаров А.А. Анализ данных на компьютере.-М; Финансы и статистика, 2001

2. Себер Дж. Линейный регрессионный анализ.- М.:Мир,1980

3. Справочник по прикладной статистике. /под ред. Ллойда, Ледермана

4. Дрейпер Н., Смит Г. Прикладной регрессионный анализ.- М.:Финансы и ст-ка.

Приложение 2
Критические точки распределения Стьюдента

	Число степеней свободы 
k
	Уровень значимости ( (двусторонняя критическая область)

	
	0.10
	0.05
	0.02
	0.01
	0.002
	0.001

	1
	6.31
	12.7
	31.82
	63.7
	318.3
	637.0

	2
	2.92
	4.30
	6.97
	9.92
	22.33
	31.6

	3
	2.35
	3.18
	4.54
	5.84
	10.22
	12.9

	4
	2.13
	2.78
	3.75
	4.60
	7.17
	8.61

	5
	2.01
	2.57
	3.37
	4.03
	5.89
	6.86

	6
	1.94
	2.45
	3.14
	3.71
	5.21
	5.96

	7
	1.89
	2.36
	3.00
	3.50
	4.79
	5.40

	8
	1.86
	2.31
	2.90
	3.36
	4.50
	5.04

	9
	1.83
	2.26
	2.82
	3.25
	4.30
	4.78

	10
	1.81
	2.23
	2.76
	3.17
	4.14
	4.59

	11
	1.80
	2.20
	2.72
	3.11
	4.03
	4.44

	12
	1.78
	2.18
	2.68
	3.05
	3.93
	4.32

	13
	1.77
	2.16
	2.65
	3.01
	3.85
	4.22

	14
	1.76
	2.14
	2.62
	2.98
	3.79
	4.14

	15
	1.75
	2.13
	2.60
	2.95
	3.73
	4.07

	16
	1.75
	2.12
	2.58
	2.92
	3.69
	4.01

	17
	1.74
	2.11
	2.57
	2.90
	3.65
	3.95

	18
	1.73
	2.10
	2.55
	2.88
	3.61
	3.92

	19
	1.73
	2.09
	2.54
	2.86
	3.58
	3.88

	20
	1.73
	2.09
	2.53
	2.85
	3.55
	3.85

	21
	1.72
	2.08
	2.52
	2.83
	3.53
	3.82

	22
	1.72
	2.07
	2.51
	2.82
	3.51
	3.79

	23
	1.71
	2.07
	2.50
	2.81
	3.59
	3.77

	24
	1.71
	2.06
	2.49
	2.80
	3.47
	3.74

	25
	1.71
	2.06
	2.49
	2.79
	3.45
	3.72

	26
	1.71
	2.06
	2.48
	2.78
	3.44
	3.71

	27
	1.71
	2.05
	2.47
	2.77
	3.42
	3.69

	28
	1.70
	2.05
	2.46
	2.76
	3.40
	3.66

	29
	1.70
	2.05
	2.46
	2.76
	3.40
	3.66

	30
	1.70
	2.04
	2.46
	2.75
	3.39
	3.65

	40
	1.68
	2.02
	2.42
	2.70
	3.31
	3.55

	60
	1.67
	2.00
	2.39
	2.66
	3.23
	3.46

	120
	1.66
	1.98 
	2.36
	2.62
	3.17
	3.37

	(
	1.64
	1.96
	2.33
	2.58
	3.09
	3.29

	
	0.05
	0.025
	0.01
	0.005
	0.001
	0.0005

	
	Уровень значимости ( 

(односторонняя критическая область)


Приложение 3
Критические точки распределения Фишера

Уровень значимости ( =0.05
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	9.55
	9.28
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	2.60

	14
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	2.56
	2.53
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	4.54
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	2.51
	2.48

	16
	4.49
	3.63
	3.24
	3.01
	2.85
	2.74
	2.66
	2.59
	2.54
	2.49
	2.45
	2.42

	17
	4.45
	3.59
	3.20
	2.96
	2.81
	2.70
	2.62
	2.55
	2.50
	2.45
	2.41
	2.38



Приложение 4
Варианты заданий (фактор – отклик)
для корреляционного и регрессионного анализа (часть 1)
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Рис. 2.1. Диаграмма рассеяния при линейной (а) и квадратичной (б) зависимости переменных X и Y
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Рис. 2.3. Доверительный интервал для прямой регрессии
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Таблица значений функции Лапласа
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