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Две проводящие коаксиальные цилиндрические, достаточно длинные поверхности имеют радиусы 
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м. Внутренняя поверхность заполнена диэлектриком с диэлектрической проницаемостью 
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Кл/м4 (рис.1). Найти величины, указанные в условиях задач.
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Рис. 1
	Дано:
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1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕННОСТИ 
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Для определения напряженности 
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 (смещения 
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) целесообразно пользоваться теоремой Гаусса, если распределение зарядов имеет один из трех видов симметрии: сферический, цилиндрический или плоский.


ТЕОРЕМА ГАУССА


Поток вектора напряженности через замкнутую поверхность равен алгебраической сумме зарядов, охватываемых этой поверхностью, деленной на 
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В нашей задаче распределение зарядов обладает цилиндрической симметрией, поэтому замкнутую поверхность возьмем в виде цилиндра высотой h, коаксиально заряженному. Боковая поверхность цилиндра должна проходить через исследуемую точку, а основания параллельны силовым линиям. Поток через всю поверхность такого цилиндра равен потоку через боковую поверхность:
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то согласно теоремы Гаусса 
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где r – расстояние от исследуемой точки до оси цилиндра.

В правой части равенства (2) стоит заряд, охватываемый замкнутой поверхностью, и диэлектрическая проницаемость окружающей среды 
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 зависит от распределения заряда и диэлектрических свойств среды. В связи с этим все пространство можно разбить на интервалы 
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, каждому из которых соответствует свой вид функции 
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В этом интервале поле создается зарядом, распределенным по объему. Проводим через произвольную точку r интервала замкнутую поверхность в виде цилиндра (рис. 2), поток через которую
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Рис. 2
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Заряд, охватываемый этой поверхностью, определим по формуле 
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, где V – объем, в котором заключен заряд, находящийся внутри замкнутой поверхности. Для определения dV – величины элементарного объема – найдем геометрическое место точек, плотность зарядов в которых одинакова. Очень тонкий слой, прилегающий к этому геометрическому


месту точек и есть элементарный объем. В рассматриваемом случае геометрическим местом одинаковой плотности зарядов является цилиндр, коаксиально заряженный, площадь которого 
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Подставим выражение (4) заряда, заключенного внутри вспомогательного цилиндра, в уравнение (3), вытекающее из теоремы Гаусса:
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В этом случае вспомогательный цилиндр проведем через точку, расположенную между цилиндрами (рис. 3):
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Рис. 3
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Заряд 
[image: image42.wmf]2

q

, находящийся внутри вспомогательного цилиндра, складывается из объемного заряда 
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Подставим выражение заряда 
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 в уравнение (3), вытекающее из теоремы Гаусса:
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Получаем
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Расчет напряженности в третьем слое диэлектрика совершенно аналогичен расчету во втором слое. Отличие состоит в том, что вместо 
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 нужно подставить в формулу для напряженности 
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, а закон изменения вектора смещения в третьей области такой же, как и во второй области:
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Напряженность поля вне цилиндров равна нулю потому, что внешний цилиндр заземлен и в результате явления электростатической индукции на нем возникает заряд, который поступает из Земли до тех пор, пока напряженность поля за внешнем цилиндром не окажется равной нулю.

Заряд на внешнем цилиндре будет равным по величине и противоположным по знаку заряду 
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Для построения графиков зависимости 
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 рассчитаем значения этих величин на границах интервалов, подставив в формулы (5), (6), (7) соответствующие значения 
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Из формул (5) следует, что на оси системы
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Из формулы (7) вытекает:
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Из формулы (5) следует, что зависимость 
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 меняется по гиперболическому закону 
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В интервале 
[image: image86.wmf](

)

23

,

RR

 напряженность изменяется по закону 
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   (Е уменьшается с увеличением расстояния).


За внешним цилиндром поля нет, Е = 0. Все силовые линии заканчиваются на внешнем цилиндре.


В точках 
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 терпит разрыв, что объясняется появлением на этих границах свободных или связанных (поляризационных) зарядов, на которых начинается или кончается часть силовых линий напряженности.

Для функции 
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, так как силовые линии вектора смещения начинаются или кончаются только на свободных зарядах.


Построим графики зависимостей 
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Рис. 4
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Рис. 5


2. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКА 
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Существуют два метода расчета потенциала:

1) с помощью принципа суперпозиции;

2) на основании связи напряженности и потенциала.

Если известны 1) расположение силовых линий и 2) закон изменения напряженности с расстоянием, то расчет потенциала легче произвести с помощью второго метода 
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Примем, что потенциал на внешнем цилиндре равен нулю (Земля – внешний цилиндр приняты за полюс).

Для построения графика 
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1. Значения 
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2. Значения 
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 численно равны тангенсу со знаком «–» угла наклона касательных, проведенных к каждой точке графика 
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В точках, где Е терпит разрыв, кривая 
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3. Если 
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Если 
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 убывает с уменьшением r, то есть убывает модуль тангенса угла наклона касательной к графику 
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Для построения графика 
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Для расчета последнего интеграла подынтегральную функцию представим в виде суммы двух дробей:
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Откуда 
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2) Рассчитаем потенциал на внутреннем цилиндре:
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3) Рассчитаем потенциал на оси системы:
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Рис.6


3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЕМКОСТИ


Рассчитаем емкость по формуле 
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, на единицу длины
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где 
[image: image146.wmf]E
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– напряженность, создаваемая зарядом q в слое диэлектрика с проницаемостью 
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, а 
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напряженность, создаваемая зарядом q в слое диэлектрика с проницаемостью 
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 вычислим точно так же, как вычисляли 
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, но будем считать, что поле создает только заряд q.


На основании теоремы Гаусса, примененной к поверхности, проходящей через диэлектрик с проницаемостью 
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 получаем:
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Рассчитаем разность потенциалов:
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4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЛОТНОСТИ ЭНЕРГИИ


Объемная плотность энергии рассчитывается по формуле 
[image: image163.wmf]2
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. В трех рассмотренных нами областях напряженности изменяются по различным законам и диэлектрические проницаемости различны. 
В интервале 
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В интервале 
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В интервале 
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5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ  ЭНЕРГИИ


Чтобы рассчитать энергию единицы длины системы, весь объем, энергию в котором необходимо определить, нужно разделить на элементарные объемы так, чтобы во всех точках каждого элементарного объема можно было считать плотность энергии постоянной. Тогда энергия, заключенная в нем, будет 
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. Для определения энергии во всем объеме нужно сложить энергии элементарных объемов:
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Для определения формы и размеров элементарного объема нужно найти геометрическое место точек одинаковой плотности энергии. Такими геометрическими местами одинаковой плотности являются цилиндры, коаксиальные заряженным. Очень тонкий слой, прилегающий к этому цилиндру, является элементарным объемом. Его величина определяется по формуле
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Учитывая, что плотность энергии имеет различные законы изменения в различных областях, запишем
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6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СИЛЫ, ДЕЙСТВУЮЩЕЙ НА ВНЕШНИЙ ЦИЛИНДР

Для определения силы, действующей на единицу длины внешнего цилиндра, необходимо воспользоваться соотношением между силой и энергией
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Так как нас интересует сила, стремящаяся раздвинуть внешний цилиндр, нужно взять производную от энергии по переменной 
[image: image181.wmf]3
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Знак «минус» указывает на то, что сила сжимает внешний цилиндр.


Задача 1.

Две проводящие концентрические сферы радиусами 
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. Пространство между сферами заполнено двухслойным диэлектриком с диэлектрическими проницаемостями 
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. Радиус границы раздела диэлектриков 
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 м. Внутренняя сфера заполнена диэлектриком с диэлектрической проницаемостью 
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 и объемной плотностью заряда 
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Найти:

1. Зависимость напряженности 
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 и вектора смещения 
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 от расстояния r. Построить графики 
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2. Зависимость потенциала 
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 от расстояния r. Построить график 
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3. Емкость сфер.

	4. Объемную плотность энергии для случаев
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5. Энергию системы.

6. Силу, стремящуюся изменить радиус внешней поверхности.

Таблица 1.

Варианты к задаче 1
	№ ва-
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