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Введение 

 

Основные темы по курсу 

методы математической физики 

 (дневное отделение) 

 

1. Линейные и квазилинейные уравнения в частных производ-

ных первого порядка. Характеристическая система уравне-

ний и первые интегралы. Постановка и решение задач Ко-

ши.   

2. Классификация уравнений в частных производных второго 

порядка. Характеристики и канонический вид уравнений. 

Общее решение уравнений гиперболического и параболиче-

ского типов. 

3. Постановка и решение задач Коши для волнового уравнения 

и уравнения теплопроводности. 

4. Задачи Штурма-Лиувилля  для дифференциальных уравне-

ний второго порядка.  

5. Уравнения Лапласа и Пуассона. Постановка основных крае-

вых задач и решения в канонических областях методом Фу-

рье.  

6. Волновое уравнение  Постановка и решение методом Фурье 

основных смешанных краевых задач для волнового уравне-

ния. 

7. Уравнение теплопроводности. Постановка и решение мето-

дом Фурье основных смешанных краевых задач для  урав-

нения теплопроводности. 

    Данный материал излагается студентам на лекциях и прак-

тических занятиях. От студента требуется успешное овладение 

материалом по указанным темам, т.е. необходимо знать опреде-

ления понятий, формулировки и доказательства основных теорем 

курса. Студент также должен продемонстрировать умение ре-

шать задачи данного курса.  

В течение семестра по курсу методы математической физи-

ки проводится коллоквиум и выполняется типовой расчет.   
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Коллоквиум 

 

Тема. «Уравнения в частных производных первого и второго по-

рядка». 

Цель. Проверить усвоение основных понятий и методов решения 

уравнений в частных производных и задач Коши для этих урав-

нений. 

Содержание.  На коллоквиуме даются теоретические вопросы по 

темам  1-4  данного пособия и задачи, аналогичные задачам 1,2 

типового расчета. 

 

Контрольная работа  

 

Тема. «Смешанные краевые задачи». 

Цель. Проверить усвоение метода Фурье и метода собственных 

функций для решения уравнений параболического и гиперболи-

ческого типов. 

Содержание. В контрольную работу  входят задачи, идентичные 

задачам 3-7 из типового расчета. 

 

 

По итогам обучения проводится экзамен (зачет). Пример-

ный вариант экзаменационного билета: билет состоит из 2-х час-

тей. Первая часть соответствует содержанию коллоквиума, вто-

рая часть охватывает  задачи типового расчета  5-  7 . 

 

Теоретические вопросы к экзамену (зачету) 

 

1. Линейные уравнения в частных производных первого  порядка: 

фазовые траектории, характеристическая система уравнений,  

первые интегралы, общее решение.  

2. Задача Коши  для линейных уравнений в частных производных 

первого  порядка: постановка задачи, теорема существования и 

единственности, алгоритм решения.  
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3. Квазилинейные уравнения в частных производных первого  по-

рядка: сведение к линейному однородному уравнению. Урав-

нение Хопфа.  

4. Классификация уравнений в частных производных второго по-

рядка: дискриминант, характеристики, каноническая форма.  

5. Вывод уравнения электрических колебаний в проводниках. 

Оператор Лорентца. Уравнение колебаний струны и мембраны. 

6. Вывод уравнения теплопроводности. Стационарное тепловое 

поле. Уравнения Пуассона .  

7. Постановка задачи Коши для  волнового  уравнения в безгра-

ничном пространстве. Формула Даламбера.  

8. Принцип Дюамеля .Запаздывающие потенциалы и решение не-

однородных задач.  

9. Постановка задачи Коши и ее решение для уравнения тепло-

проводности в безграничном пространстве.  

10. Задачи Штурма-Лиувилля для уравнения второго порядка: 

постановка основных краевых условий, собственные числа и 

собственные функции, ряды Фурье-Стеклова по собственным 

функциям. 

11. Метод Фурье для  одномерного волнового уравнения с ус-

ловием Дирихле  (однородная задача). 

12. Метод собственных функций  для  одномерного волнового 

уравнения с условием Дирихле  (неоднородная задача). 

13. Постановка смешанных краевых задач для уравнения теп-

лопроводности. 

14. Принцип максимума и теорема единственности для урав-

нения теплопроводности 

15. Первая и вторая формулы Грина. 

16. Гармонические функции и их свойства. 

17. Доказать единственность решения задачи Дирихле и не 

единственность решения задачи Неймана для уравнения Лапла-

са. 

18. Решение задачи Дирихле для круга.  

 

19. Корректность постановки задач математической физики. 

Пример Адамара. 
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Основные типы задач по курсу методы математической физики 

 

Часть I. Линейные и квазилинейные уравнения в частных 

производных первого  и второго порядка. Задачи Коши  
 

Задачи Части I составляют основу коллоквиума.  

 
 

Часть II. Краевые и смешанные краевые задачи математиче-

ской физики 
 

Задачи  Части II составляют содержание типового расчета. Ти-

повой расчет выполняется каждым студентом в отдельной тетра-

ди в соответствии с назначенным ему номером варианта.  

 

Типовой расчет 

 

Тема. «Краевые задачи и смешанные краевые задачи для основ-

ных уравнений математической физики». 

Цель. Проверить умение применять различные математические 

методы для решения физических задач. 

Типовой расчет выполняется каждым студентом в отдель-

ной тетради в соответствии с назначенным ему номером вариан-

та. Студент объясняет решения задач преподавателю, отвечает на 

вопросы. Типовой расчет также предъявляется в начале экзамена 

(зачета).  

 

Задача 1. Найти общее решение уравнения 

 

1.  .0483 =++ yyxyxx uuu           2. .0244 =−−++ yxyyxyxx uuuuu  

3. . .02 =++++ yxyyxyxx uuuuu              4.  .0384 =++ yyxyxx uuu    

5. .043 =++ yyxyxx uuu             6.  .0222 =−++− yxyyxyxx uuuuu  

7.  .0396 =++++ yxyyxyxx uuuuu            8.  .034 =++ yyxyxx uuu    

9.  .06296 =+−+− yxyyxyxx uuuuu    10.  .016163 =++ yyxyxx uuu  
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11. .032025 =++ yyxyxx uuu    12.  .0332 =−−++ yxyyxyxx uuuuu  

13. .0128 =++ yyxyxx uuu      14.  .06344 =−++− yxyyxyxx uuuuu  

15. .0812 =++ yyxyxx uuu      16.  .03969 =−−++ yxyyxyxx uuuuu  

17. .04168 =−−++ yxyyxyxx uuuuu   18. .025203 =++ yyxyxx uuu  

19.  .04844 =++++ yxyyxyxx uuuuu  2 0.  .02712 =++ yyxyxx uuu  

 

Задача 2. Найти собственные значения и собственные функции 

краевых задач 

1.  .0)0()1(),0,1(,0 =′=−−∈=+′′ yyxyy λ  

2.  .0)1()1(),1,1(,0 =′=−′−∈=+′′ yyxyy λ  

3.  .0)1()1(),1,1(,0 ==−′−∈=+′′ yyxyy λ  

4. .0)2(,|)0(|),2,0(,0
2

=∞<∈=+′+′′ yyxyy
x

y λ   

5. .0)2/1()4/1(),2/1,4/1(,0 =′=∈=+′′ yyxyy λ  

6.  ).2()(),2,0(,0 ππλ +=∈=+′′ xyxyxyy  

7. .0)2/1()4/1(),2/1,4/1(,0 =′=′∈=+′′ yyxyy λ  

8. .0)2/1()4/1(),2/1,4/1(,0 ==∈=+′′ yyxyy λ  

9.  .0)1(,|)0(|),1,0(,0
2

=′∞<∈=+′+′′ yyxyy
x

y λ  

10. .0)2()1(),2,1(,0 =′=∈=+′′ yyxyy λ  

11. .0)2()1(),2,1(,0 =′=′∈=+′′ yyxyy λ  

12. .0)2()1(),2,1(,0 ==′∈=+′′ yyxyy λ  

13. .0)2()1(),2,1(,0 ==∈=+′′ yyxyy λ  

14. .0)1()1(),1,1(,0 ==−−∈=+′′ yyxyy λ  

15.  .0)2/1()4/1(),2/1,4/1(,0 =′=′∈=+′′ yyxyy λ  

16.  .0)5()1(),5,1(,0 =′=−−∈=+′′ yyxyy λ  

17.  .0)5()1(),5,1(,0 =′=−′−∈=+′′ yyxyy λ  

18.  .0)5()1(),5,1(,0 ==−′−∈=+′′ yyxyy λ  

19.  .0)5()1(),1,1(,0 ==−−∈=+′′ yyxyy λ  
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20.  .0)1()1(),1,1(,0 =′=−−∈=+′′ yyxyy λ  

 

Задача 3.  Методом Фурье найти решение u(x,y) задачи Дирихле 

для уравнения Лапласа 0=∆u ,   внутри прямоугольника    0≤ x ≤a,     

0≤ y ≤b  

 

n a b u(x,0) u(x,b) u(0,y) u(a,y) 

1 1 1 0 0 0 yπsin  

2 1 2 xπsin  0 0 0 

3 π /2 π /2 0 0 0 sin4y 

4 π /2 π /2 0 0  sin2y 0 

5 π /2 π /2  0 sin2x  0 0 

6 1 1 x(x-1) 0 0 0 

7 1 1 0 x(x-1) 0 0 

8 1 1 0 0 y(y-1) 0 

9 1 1 0 0 0 y(y-1) 

10 2 1 f(x) 0 0 0 

11 2 1 0 f(x) 0 1 

12 1 2 0 0 f(y) 0 

13 1 2 0 0 0 f(y) 

14 1 1 0 xπ3sin  0 0 

15 2 1 0 0 0 yπ2sin  

16 3/2 3/2 x(x-3/2) 0 0 0 

17 1 3/2 0 0 y(y-3/2) 0 

18 3/2 1 0 x(x-3/2) 0 0 

19 2 3/2 0 0 0 y(y-3/2) 

20 2 2 xπ4sin  0 0 0 

 

 

                    f(x)=




≤≤−

≤≤

.21,2

,10,

xx

xx
 

 

       . 
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Задача4.  Решить задачу Дирихле для уравнения Лапласа    

0=UΔ ,   внутри круга 0≤ρ ≤ l , 0U -константа. 

      .   

 

1.      ( ).3sin2cos58| 0 ϕϕρ −+== UU l . 

2.     ϕϕρ 2sin
9

1
3sin27| 3 +==U . 

3.      ϕϕρ 3cos
64

1
2cos161| 4 +−==U . 

4.      ( )ϕϕρ sincos25| 0 −+== UU l . 

5.      ϕρ 2cos| 2
0UU l == . 

6.      ϕρ 2sin| 2
0UU l == . 

7.      ϕϕρ 3sin
4

1
2cos

2

1
3| 2 ++==U . 

8.     )2(| 0 πϕϕρ −== UU l ,      0≤ϕ ≤ 2π. 

9.       
π

ϕ
ρ 0| UU l == ,            0≤ ϕ ≤ 2π. 

10.     
2

2

0|
π

ϕ
ρ UU l == ,            0≤ ϕ ≤ 2π. 

11.     ϕϕρ sin
2

1
cos81| 4 ++==U . 

12.     ϕϕρ 2sin36cos61| 6 ++==U . 

13.      







+== ϕρ cos

1
2| 0

l
UU l . 

14.      ϕϕϕρ 2cos9sin3cos31| 3 +++==U . 

15.      ϕϕϕρ 3cos1252cos25cos51| 5 +++==U . 

16.      ϕϕρ 2sin100cos101| 10 +−==U . 

17.      ϕϕρ 4sin812cos91| 3 +−==U . 

18.      )1(| 0ρ φUU l +== ,      0≤ϕ ≤ 2π. 
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19.      φφρ )2(| 0 −== πUU l ,      0≤ϕ≤  2π. 

20.      ( )ϕϕρ 3sincos49| 0 −+== UU l . 

Задача 5. Найти  решение смешанной краевой задачи для волно-

вого уравнения с заданными начальными условиями 

  

              )()0,(),()0,(,0),,(
2

2

2

2

xψxuxφxulxtxf
x

u

t

u
t ==<<+

∂

∂
=

∂

∂
 

 и   нулевыми краевыми условиями на концах отрезка x=0,  x=l . В 

таблице введено обозначение 

                    f( x )=




≤≤−

≤≤

.2/,

,2/0,

lxlxl

lxx
 

 

n l  )(xϕ  )(xψ  f(x,t)          x=0 x=l  

1 π /2 )(xf  0 sin4tsin2x     u(0,t)=0 u(l,t)=0 

2 1 0 xπcos   exp3t 0),0( =tux  0),( =tlux

3 1 sinπ x/2 0 sin7π x/2 u(0,t)=0 0),( =tlux

4 1 0 cos3π x/2 cos5π x/2  0),0( =tux  u(l,t)=0 

5 π /2 0  )(xf  cos3tsin4x u(0,t)=0 u(l,t)=0 

6 π  5 0 cosxsin2t 0),0( =tux  0),( =tlux

7 π  sin5x/2 0 cos5tsinx/2u(0,t)=0 0),( =tlux

8 π  0 cos5x/2 exptcosx/2 0),0( =tux  u(l,t)=0 

9 π  )(xf  0 costsin2x u(0,t)=0 u(l,t)=0 

10 π  x3cos  0 5expt 0),0( =tux  0),( =tlux

11 1 0  sinπ x/2 sin5π x/2 u(0,t)=0 0),( =tlux

12 1 cosπ x/2 0 cos5π x/2 0),0( =tux  u(l,t)=0 

13 1 0 sinπ x x(x-1) u(0,t)=0 u(l,t)=0 

14 1 0 5 cos3π x 0),0( =tux  0),( =tlux

15 1 sin5π x/2  0  sinπ x/2 u(0,t)=0 0),( =tlux

16 1 0 x(x-1) costsinπ x u(0,t)=0 u(l,t)=0 

17 2 sinπ x/2  0 f(x)exp3t u(0,t)=0 u(l,t)=0 

18 l  cos7π x 0 cos5t 0),0( =tux  0),( =tlux

19 1 0 sinπ x/20  sin5π x/2 u(0,t)=0 0),( =tlux
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20 1  cos5π x/2 0 cosπ x/2 0),0( =tux  u(l,t)=0 

 

 

Задача 6. Найти  решение смешанной краевой задачи для  урав-

нения теплопроводности заданными начальными условиями 

  

              ),()0,(,0),,(
2

2
2

xxulxtxf
x

u
a

t

u
ϕ=<<+

∂

∂
=

∂

∂
 

 и   нулевыми краевыми условиями на концах отрезка x=0,  x=l . 

В таблице введено обозначение 

                    f( x )=




≤≤−

≤≤

.2/,

,2/0,

lxlxl

lxx
 

 

n l  a )(xϕ  f(x,t) x=0 x=l  

1 π /2 2 )(xf  sintsin2x     u(0,t)=0 u(l,t)=0 

2 1 1/2 xπcos  cos3t 0),0( =tux  0),( =tlux
 

3 1 3 sin7π x/2 sintsinπ x/2 u(0,t)=0 0),( =tlux
 

4 π  2 cos3x/2 exptcosx/2  0),0( =tux  u(l,t)=0 

5 π /2 4  )(xf  cos4tsin4x  u(0,t)=0 u(l,t)=0 

6 π  5 cos4x cosxsin2t 0),0( =tux  0),( =tlux
 

7 1 1 sin5π x/2 te sinπ x/2 u(0,t)=0 0),( =tlux
 

8 1 6 cos5π x/2 t
e cosπ x/2 0),0( =tux  u(l,t)=0 

9 π  7 )(xf  costsin2x u(0,t)=0 u(l,t)=0 

10 π  8 cos5x  5expt 0),0( =tux  0),( =tlux
 

11 2 9  sin7π x/2 sinπ x/2 u(0,t)=0 0),( =tlux
 

12 1 1/8  cos3π x/2 te5
cosπ x/2 0),0( =tux  u(l,t)=0 

13 1 1/4 sin7π x x(x-1) u(0,t)=0 u(l,t)=0 

14 1 1/3 cos3π x costcosπ x 0),0( =tux  0),( =tlux
 

15 1 1/2  sin5π x/2 te sinπ x/2 u(0,t)=0 0),( =tlux
 

16 1 1 x(x-1) cos2t sinπ x u(0,t)=0 u(l,t)=0 

17 2 2  sin4π x   f(x)cos2t u(0,t)=0 u(l,t)=0 

18 l 3 cos2π x  cos4t 0),0( =tux  0),( =tlux
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19 1 4 sin5π x/2  sinπ x/2 u(0,t)=0 0),( =tlux
 

20 1 5 cos5π x/2 te cosπ x/2 0),0( =tux  u(l,t)=0 

 

 

Основные определения и теоремы, а также разбор решений 

задач по основным  темам  приведены в .следующих разделах.  

 

 

 

1. Линейные уравнения в частных производных первого по-

рядка 

 

          В курсе обыкновенных дифференциальных уравнений 

(ОДУ) изучаются так называемые автономные дифференциаль-

ные уравнения. Напомним некоторые понятия, необходимые нам 

в дальнейшем. Пусть t  - независимая переменная, 
1REt ⊂∈ ; 

),..,,()( 21 nxxxtx =  - неизвестная вектор-функция; система автоном-

ных ОДУ первого порядка имеет вид: 

    ( ) ( ).,...,,, 21 nffffxf
dt

xd
==                        (1) 

или в развернутом виде 

( )

( )

( )














=

=

=

xf
dt

dx

xf
dt

dx

xf
dt

dx

n
n

.........................

2
2

1
1

 

Отметим, что ( )xf  в (1) не содержит в явном виде t . 

          Определение 1. Решение уравнения (1) ( )tx ϕ=  называется 

фазовой траекторией в фазовом пространстве n
xR . Интегральной 
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кривой уравнения (1) называется линия в ( )1+n -мерном про-

странстве 
1

,
+n
txR  с координатами ( )nxxxt ,...,,, 21 . 

Фазовая траектория есть проекция интегральной кривой на n
xR  

параллельно оси t . Этот факт, в двумерном пространстве, иллю-

стрирует рис.1. 

 

 

  

 
 

 

Рис.1 

 

         Определение 2. Первым интегралом уравнения (1) называ-

ется функция ( )xu  постоянная вдоль каждой траектории уравне-

ния (1), то есть если ( )tx ϕ= - решение (1), то 

( )( ) Etconsttu ∈∀≡ϕ . 

        Первые интегралы в физических задачах выражают законы 

сохранения. 

          Теорема 1. Для того, чтобы ( )xu  была первым интегралом 

(1) необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла линейно-

му однородному уравнению в частных производных первого по-

рядка 

     
( ) ( )∑

=

=
∂

∂n

i
i

i

xf
x

xu

1

0 .                                 (2) 
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          Теорема 2. Пусть ( ) 0≠af  (точка a - не положение равно-

весия (1)). Тогда ( )aU∃  где существует ( )1−n  независимых пер-

вых интегралов ( ) ( ) ( )( )xuxuxu n 121 ,...,, −  . 

         Определение 3. Любая функция ( ) 1
Cxφ ∈  обращающая 

уравнение (2) в тождество называется его решением, а поверх-

ность ( )xu ϕ=  называется интегральной поверхностью уравнения 

(2). 

          Определение 4. Система уравнений (1) называется характе-

ристической для уравнения (2). 

           Теорема 3. Пусть ( )−aU  окрестность точки ax = , где a  не 

является положением равновесия. Тогда в ( )aU  общее решение 

уравнения (2) имеет вид:  

   ( ) ( ) ( ) ( )( ),,...,, 121 xuxuxuFxu n−=  

где ( )xui  независимые первые интегралы (1); −F  произвольная 

гладкая функция от ( )1−n  переменных. 

             Пример1. Найти общее решение уравнения 

 

,0
21

=
∂

∂
+

∂

∂

x

u
V

x

u
 ,0>V  constV = . 

 

Решение. Характеристическая система  имеет вид: 

    ,

1

22

11

2

1









+=

+=

⇔










=

=

cVtx

ctx

V
dt

dx

dt

dx

  

,11 cxt −= ( ) ,2112112 cVcVxccxVx +−=+−= ( ) constVxxxu =−= 121  

-первый интеграл характеристической системы. Общее решение: 

( ) ( )1221, VxxFxxu −= , где F- произвольная гладкая функция.  

Замечание. Если −= tx1  время, −= xx2  ось x  декартовой систе-

мы координат, то решение ( )VtxF −  называется бегущей слева 

направо  волной; −V  скорость распространения волны. 
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Рассмотрим наиболее простой случай для ,2=n  ,1 xx =  ,2 yx =  

( ) ( )yxzxxu ,, 21 =  . В этом случае функция z(x,y) описывает урав-

нение поверхности в трехмерном пространстве. Задача Коши ста-

вится так: для уравнения  

   ( ) ( ) ( ) ( ),,,,, txfzyxc
y

z
yxb

x

z
yxa =+

∂

∂
+

∂

∂
                (3) 

найти интегральную поверхность, проходящую через заданную в 

пространстве 3
R  кривую Г . Если кривую Г  задать в параметри-

ческом виде: ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]{ }21,,,,., SSSShzSySxzyxГ ∈==== ψϕ , то  

     ( ) ( ) ( )Shyxz yx =∈γ,, ,                              (4) 

где −γ  проекция кривой Г  на плоскость ( )yx, . Условие (4) есть 

начальные данные для задачи Коши. 

         Имеет место теорема существования и единственности за-

дачи Коши (3), (4): 

          Теорема 4. Пусть выполняются следующие три условия: 

.10
 Функции cba ,,  и ( ) 21 , RDDCf ⊂∈ ; 

.20
 ( ) Dyxba ∈∀≠≠ ,,0,0 . 

.30
 γ  не касается характеристик однородного уравнения (3). 

Тогда задача Коши (3), (4) однозначно разрешима в некоторой 

окрестности кривой γ . 

 

2. Квазилинейные уравнения в частных производных первого 

порядка 

 

         В квазилинейных уравнениях, в отличие от линейных урав-

нений, коэффициенты при производных могут быть функциями 

неизвестной, но производные всегда линейны 

    ( ) ( )∑
=

=
∂

∂n

i i
i uxb

x

u
uxa

1

,, .                           (5) 

        Лемма 1. Пусть в уравнении (5) 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) DвaRDCuxbuxauxauxa i
n

uxn 0,,,,,..,,,, 1
,

1
21 ≠⊂∈ +

. Тогда 

уравнение (5) можно свести к линейному однородному уравне-

нию в частных производных первого порядка. 

         Доказательство. Будем искать функцию ( )uxxxW n ,,...,, 21  та-

кую, что если ( )xu  решение (5), то 

   ( )( ) .0,...,,,,...,, 2121 ≡nn xxxuxxxW  

Напомним, что уравнение  ( ) 0, =uxW  определяет неявную функ-

цию ( )xuu = . По правилу дифференцирования неявной функции 

имеем:  

.0

u

W

x

W

x

u

x

u

u

W

x

W i

iii

∂

∂

∂

∂

−=
∂

∂
⇔=

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂
 

Подставляя эту производную в (5) получаем: 

 ( ) ( )∑ ⇔=



















−

∂

∂

∂

∂

−
n

i
i uxb

u

W

x

W

uxa
1

0,,  

    ( ) ( )∑ =
∂

∂
+

∂

∂n

i
i

u

W
uxb

x

W
uxa

1

0,,                      (6) 

Уравнение (6) – линейное однородное уравнение от ( )1+n  пере-

менных ( )ux,  типа уравнения (2) раздела 1. Лемма доказана. 

         Следствие 1. Характеристическая система для уравнения (6) 

имеет вид: 
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( )

( )

( )

( )

















=

=

=

=

uxb
dt

du

uxa
dt

dx

uxa
dt

dx

uxa
dt

dx

n
n

,

,

.........................

,

,

2
2

1
1

                                    (7) 

         Следствие 2. Пусть ( ) ( ) ( )−uxVuxVuxV n ,,...,,,, 21  первые инте-

гралы (7). Тогда всякое решение уравнения (5) находится из 
уравнения 

( ) ( ) ( )( ) ,0,,...,,,, 21 =uxVuxVuxVF n  

где 
1CF ∈ - любая гладкая функция. 

         Пример 2. Найти общее решение уравнения Хопфа 

.0
21

=
∂

∂
+

∂

∂

x

u
u

x

u
 

          Решение. Характеристическая система имеет вид: 

( )








=−

+−=

−=

⇔








=

+=

+=

⇔















=

=

=

constuxx

ccxux

cxt

cu

ctcx

ctx

dt

du

u
dt

dx

dt

dx

12

2112

11

3

232

11

2

1

0

1

. 

Первые интегралы 1221 ; uxxVuV −== . Любое решение находим 

из уравнения 

     ( ) .0, 12 =− uxxuF  

 

 

3. Классификация квазилинейных дифференциальных урав-

нений в частных производных второго порядка. 
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        Пусть независимые переменные ( ) ( )yxuRDyx ,;, 2⊂∈ - не-

известная функция. Квазилинейным дифференциальным уравне-

нием в частных производных второго порядка называется линей-

ное относительно всех производных второго порядка уравнение 

 

0),,,,(),(),(2),( =+++ yxyyxyxx uuuyxFuyxcuyxbuyxa .  (8)

  

         Основная идея поиска общего решения уравнения (1) состо-

ит  в том , что в некоторой системе координат уравнение примет 

более простой вид. В качестве таких координат можно взять так 

называемые характеристики уравнения, определение которых да-

дим ниже. Прежде всего приведем формулы, по которым преоб-

разуются коэффициенты a, b,  c при произвольной, неособенной,  

дважды дифференцируемой замене переменных  

( ) ( )yxyx ,,, ηηξξ == .    (9) 

       Положим: ( ) ( )( ) ( )ηξηξηξ ,,,, vyxu =  и сделаем замену 

( )

yyyyyyyyyy

xyxyyxxyyxyxxy

xxxxxxxxxx

yyy

xxx

vvvvvu

vvvvvu

vvvvvu

vvu

vvu

ηξηηξξ

ηξηηηξηξξξ

ηξηηξξ

ηξ

ηξ

ηξηηξηξξ

ηξηηξηξξ

ηξηηξηξξ

ηξ

ηξ

++++=

+++++=

++++=

+=

+=

22

22

2

2

,

,

 (10) 

       В новых переменных получим новое уравнение, которое бу-

дет иметь вид  

( ) 0,,,,2 1111 =+++ yx vvvFvcvbva ηξηηξηξξ ,   (11) 

( )
22

1

1

22
1

2

2

yyxx

yxyxyxxx

yyxx

cbac

cbab

cbaa

ηηηη

ηξξηηξηξ

ξξξξ

++=

+++=

++=

 

Выберем ( )ηξ,  так, чтобы 01 =a . 

Пусть ( )−= yx,ξ  какое-нибудь частное решение  уравнения в 

частных производных  первого порядка: 
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02 22 =++ yyxx czzbzaz     (12) 

Обыкновенное дифференциальное уравнение 

                                   02 22 =+− cdxbdxdyady                             (13)                                                   

 называется характеристическим, а его интегралы – характери-

стиками уравнения (8). 

         Лемма. А) Если ( )−= yxz ,φ  решение (12), то ( ) −= cyxφ ,  

есть интеграл (13). В) Обратно, если ( ) −= cyxφ ,  интеграл (13), 

то ( )yxφz ,=  удовлетворяет (12). 

          Доказательство. А) Соотношение ( ) cyxφ =,  задает функ-

цию 

( )cxfy ,=  для которой 
( )
( )

( )

.
,

,

,cxfyy

x

yxφ

yxφ

dx

dy

=

−=  

Подставим  это выражение в уравнение (13) 

022

22

=













++














=+−








c

φ

φ
b

φ

φ
ac

dx

dy
b

dx

dy
a

y

x

y

x  

( ) −=⇒ cyx,φ  есть интеграл (13). 

В) Пусть ( ) −= cyx,ϕ  интеграл (13). ( )00 , yx∀  проведем инте-

гральную кривую (13): ( ) ( ) ( )cxfycxfyиcyx ,,, 000000 =⇒==ϕ . 

Для всех точек кривой имеем: 

022

22

=













++














=+−








c

φ

φ
b

φ

φ
ac

dx

dy
b

dx

dy
a

y

x

y

x . 

Полагая здесь 0xx =  получим: 

( ) ( ) ( ) ( ) .0,,,2, 00
2

000000
2 =++ yxφcyxφyxφbyxφa yyxx  Лемма 

доказана. 

         Разделим на dx уравнение  (13): 

02

2

=+−







c

dx

dy
b

dx

dy
a       
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Найдем корни этого квадратного уравнения относительно произ-
водной 

a

b

dx

dy

a

b

dx

dy ∆−
=

∆+
= , ,    (14) 

где  −−=∆ acb2 дискриминант. 

         Возможны три типа уравнений, определяемые знаком дис-

криминанта.  

        I. 0>∆  - гиперболический тип. 

        Общие интегралы ( ) cyxφ =,  и ( ) cyx =,ψ  определяют дей-

ствительные семейства характеристик. Полагая 

( ) ( )yxyxφ ,,, ψηξ == , приводим уравнение (11), где 

0,0 11 ≡≡ ca , к виду  

( )vvFv ∇= ,,,
~
1 ηξξη .     (15) 

Это и есть  каноническая форма гиперболического уравнения. 

       II. 0=∆  - параболический тип. 

       Координату ( )−= yx,ϕξ определяем из (7). В качестве второ-

го интеграла можно взять произвольную, но дважды дифферен-

цируюмую функцию ( )yx,ψη = , удовлетворяющую условию 

 

                                              0≠
yx

yx

ηη

ξξ
. 

 

Тогда ( )222
1 02 yxyyxx cacbaa ξξξξξξ +==++= , т.к. cab = . 

( ) ( )( ) 01 =++=+++= yxyxyyyxyxxx cacacbab ηηξξηξξηηξηξ

и уравнение будет иметь канонический вид 

( ).,,,
~
1 vvFv ∇= ηξηη  

         III. 0<∆  - эллиптический тип. 

         В этом случае вещественных характеристик нет и сущест-

вуют комплексные ( ) ( )yxyx ,*,, ϕηϕξ == , из которых можно 
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построить вещественные координаты 
i2

*
,

2

* ϕϕ
β

ϕϕ
α

−
=

+
=  и 

получить в этих координатах каноническое уравнение в виде 

                                     ( )WWW ∇Φ=∆ ,,,
~

βα ,  

где Δ- оператор Лапласа. 

        Пример 3. Найти общее решение уравнения 

                             02384 =++++ xyyyxyxx uuuuu . 

          Алгоритм  нахождения общего решения можно разбить на 

три этапа.  

           1) Находим дискриминант acb −=∆ 2
 и по его знаку опре-

деляем тип уравнения 

041216 >=−=Δ  
- гиперболический тип. Далее записываем уравнения характери-

стик и находим общие интегралы: 

( )
( )

( )
( )








=

=
⇒

=

=
⇒

±
=

2

1

22

11

,

,

cyx

cyxφ

xyy

xyy

a

b

dx

dy

ψ

Δ
 

.

.
2

1

2

3

2

1

2

3

2

3

2

1

,
4

24

2

1

22

11










=−=

=−=










+=

+=










=

=
±

=

ηxyc

ξxyc

cxy

cxy

dx

dy

dx

dy

dx

dy
 

 

Затем вводим новые переменные: ( ) ( )yxyxφ ,,, ψηξ == . 

           2) Записываем уравнение  в новых переменных и подстав-

ляем эти выражения в исходное уравнение 

.
0

0

,1

,1

,
2

1

,
2

3

===

===

=

=

−=

−=

xyxxyy

xyxxyy

y

y

x

x

ηηη

ξξξ

η

ξ

η

ξ
 

[ ] [ ] 0
2

1

2

3
223

2

1

2

1

2

3

2

3
8

4

1

4

3
2

4

9
4

=















−+








−++++++

+















−+








−







−+








−+





++

ηξηξηηξηξξ

ηηξηξξηηξηξξ

uuuuuuu

uuuuuu
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Далее приводим подобные 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ;0113134161663129 =−+−++−++−++− ηξηηξηξξ uuuuu   

024 =−− ξξη uu . 

В итоге получаем  уравнение в каноническом виде 

ξξη uu
2

1
−= . 

         3)  Решаем полученное каноническое уравнение. Для реше-

ния уравнения понизим его порядок  

( ).
2

1
ln,

2
,

2

1
; 1 ξη

η
ηξ fW

d

W

dW
WWWu +−=−=−==  

Здесь )(1 ξf  - произвольная гладкая функция.   

( )
( ) ( ) ., 2

1

2
2

1

2
2

1
1

ξξ
ξ

ξ
ηηξη
defdu

d

du
efeW

f −−+−
====  

Таким образом получаем искомое общее решение уравнения в 

виде 

( ) ( ) ( ) ( )ηξηξξ
ηη

gfegdfeu +=+=
−−

∫ 2

1

2
2

1

, 

где ∫= ξdξfξf )()( 2   и   )(ηg   произвольные, дважды дифферен-

цируемые функции. 

 

 

 

4. Задача Штурма-Лиувилля 

 

         Рассмотрим дифференциальный оператор Штурма-

Лиувилля 

                                         q
dx

d
p

dx

d
L +








−= ,                                  (1)                                                             

и порождаемое им обыкновенное дифференциальное уравнение 

                                            ( ) ( ) ( )xyxxLy λρ=                                   (2)                             

или в развернутом виде  

                                 ( ) ( )xyxqy
dx

dy
p

dx

d
λρ=+








− ,     (3)                          
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где ( ) 1
Cxp ∈ ,  p(x)>0, 1,0)(,0)( Rλxρxq ∈>≥  - параметр.                                              

          Пусть ],[ bax ∈  и на концах отрезка рассмотрим одно из 
следующих  четырех типов краевых условий 

А) условия Дирихле 

( ) ( ) 0== byay , 

В) условия Неймана 

( ) ( )
0==

dx

bdy

dx

ady
, 

С) смешанное условие  

( ) ( ) 0=′= byay , 

D) смешанное условие 

( ) ( ) 0==′ byay . 

        Задача Штурма – Лиувилля ставится так: найти такие значе-

ния параметра λ , при которых существует нетривиальное реше-

ние уравнения (3), удовлетворяющее краевым условиям.   

        Такие значения параметра λ называются собственными 

числами (значениями) задачи Штурма – Лиувилля, а соответст-

вующие им решения ( )−xy  собственными функциями. 

         Теорема 1. Существует счетное множество неотрицатель-

ных собственных чисел { } ,...,2,1,0, =nnλ  и каждому собственно-

му числу соответствует его собственная функция { }nλ . Причем 

система собственных функций { }nλ  линейно независима. 

         Теорема 2.  Собственные функции задачи Штурма – Лиу-

вилля ортогональны с весом ( )xρ . 

( ) ( ) ( ) nmdxxyxyx
b

a

mn ≠=∫ ,0ρ . 

           Доказательство. Рассмотрим соотношения для йm −  и 

йn −  собственных функций 





=

=

mmm

nnn

yLy

yLy

ρλ

ρλ
 

Домножим первое уравнение  на my , второе на ny  и вычтем из 
первого второе и левую часть  проинтегрируем по частям: 
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( )[ ] ( )[ ] =+′′−−+′′−=

=−

∫∫

∫∫

b

a

nmnm

b

a

mnmn

b

a

nm

b

a

mn

dxyqyyypdxyqyyyp

dxyLydxyLy

 

( )[ ] ( )[ ] =′′−−′′−= ∫∫
b

a

nm

b

a

mn dxyypdxyyp  

=







′′−′+








′′−′−= ∫∫

b

a

nm
b

anm

b

a

mn
b

amn dxyypyypdxyypyyp  

0=′′−′′= ∫∫
b

a

nm

b

a

mn dxyypdxyyp . 

        Здесь использованы краевые условия A-D, которые обеспе-

чивают равенство нулю всех внеинтегральных подстановок. Те-

перь рассмотрим правую часть  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0=−

=−

∫

∫∫

b

a

mnmn

b

a

nmm

b

a

mnn

dxxyxyx

dxxyxyxdxxyxyx

ρλλ

ρλρλ

. 

Отсюда получаем, что при nm ≠  и nm λλ ≠   

 

( ) ( ) ( ) 0=∫
b

a

nm dxxyxyxρ , 

что и требовалось доказать.  

 

          Теорема 3.  Оператор Штурма_Лиувилля- самосопряжен-

ный, то есть для любых ( ) ( ) [ ]baCxzxy ,, 2∈  ,при соблюдении 

краевых условий A-D, выполняется равенство 

( ) ( )LzyzLy ,, = . 
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         Теорема Фурье-Стеклова.  Любую функцию ( )xf  класса C  

можно, при соблюдении краевых условий задачи Штурма – Лиу-

вилля, представит в виде ряда Фурье – Стеклова 

( ) ( )∑=
k

kk xyCxf , 

 где ( )−xyk  собственные функции краевой задачи, 

( ) ( )( )
( ) ( )( )xyxy

xyxf
C

kk

k
k

,

,
= , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫==
b

a

kkkk dxxyxxyxyxy 22
, ρ . 

Ряд сходится абсолютно и равномерно на отрезке [ ]ba, . 

        Пример 1. Рассмотрим следующие значения коэффициентов 

в уравнении (3):  1,1,1 ≡≡≡ ρqp , а=0, b=l. Тогда краевую зада-

чу с условиями Дирихле  можно записать в виде 

( ) ( )



==

∈=+′′

.00

),,0(,0

lyy

lxy λy
 

 

         Общее решение дифференциального равнения, учитывая 

что 0≥λ  

                               ( ) xCxCxy λλ cossin 21 += .                          (4) 

Для определения неизвестных используем краевые условия 

( ) 200 Cy == ,   ( ) lCly λsin0 1== .  Отсюда следует nl πλ = , 

n=1,2,…. 

Собственные значения: 

2









=

l

n
n

π
λ , собственные функции: 

l

nx
Cyn

π
sin1= . 

           Пример 2. Рассмотрим задачу Штурма-Лиувилля с услови-

ем периодичности 

 

( ) ( )



=+=

∈=+′′

.02

),2,0(,0

π

λy

xyxy

πxy
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         Тогда общее решение уравнения задается выражением (4), и 

для существования единственного периодического решения 

должно выполняться nλ= .  Собственные  функции  

 

( ) nxCnxCxyn cossin 21 += . 

 

5.   Уравнение Лапласа и Пуассона 

          Уравнение Пуассона и его частный случай уравнение Лап-

ласа применяются при расчете электрических полей. Известно, 

что напряженность электрического поля связана с его потенциа-

лом  

( )zyxφgradE ,,−=
�

. 

По теореме Гаусса 

εε0

∑
∫∫ = i

i

Г

q

EdS . 

Отсюда следует, что 

( )
εε

ρ

0

,, zyx
Ediv =
�

, 

где ( )−zyx ,,ρ  плотность зарядов.  Следовательно, для потенциа-

ла получаем уравнение  

( ) ( )
εε

ρ

0

,, zyx
φgraddiv =− . 

Так как ( ) Δ−=− graddiv , где  

2

2

2

2

2

2

Δ
zyx ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=  

- оператор Лапласа, то для потенциала получаем уравнение Пуас-

сона 

( )zyxφ ,,
1

0

ρ
εε

Δ −= . 
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           При отсутствии в рассматриваемой области свободных за-

рядов ( ) 0,, =zyxρ  уравнение Пуассона принимает вид уравнения 

Лапласа 

0=∆ϕ . 

           Определение 1. Функция ( )xu  класса ( )QC2
, удовлетво-

ряющая на области Q  уравнению Лапласа 0=∆u  называется  

гармонической  функцией. 

            Рассмотрим ограниченную область 
3

RQ ⊂  с кусочно-

гладкой границей Г. Для таких областей можно поставить сле-

дующие три основных краевых задачи для уравнения Пуассона. 

           Определение 2. Первой  краевой задачей (или задачей Ди-

рихле) для уравнения Пуассона называется задача нахождения 

решения   уравнения Пуассона, удовлетворяющего условию Ди-

рихле на границе 

                              
( )

( )





=

∈==

∈

Δ

Γ
.

,),,(, 321

xφu

Qxxxxxfu

x

                      (1)        

         Классическим решением  задачи ( 1 ) называется функция   

                                     )()()( 2
QCQCxu ∩∈ ,                                  

удовлетворяющая внутри Q уравнению Пуассона, а на границе 

краевому условию Дирихле. 

         Замечание. Последняя формула читается так: функция не-

прерывна в области Q, включая ее границу, и дважды дифферен-

цируема  в области Q.  

        Отметим, что понятие классического решения необходимо 

для нахождения единственного решения задачи Дирихле. Это ил-

люстрирует следующий пример. 

        Пример 1.  Пусть правая часть 0)( ≡xf . Тогда  решении за-

дачи Дирихле можно взять в виде  кусочно заданной функции  







∈

∉=
=

.Γ),(

,Γ,
)(

xxφ

xconstC
xu  

Следовательно, будет существовать бесконечно много решений 

задачи. 
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         Определение 3. Второй краевой задачей (или задачей Ней-

мана) для уравнения Пуассона называется задача нахождения 

решения этого уравнения, удовлетворяющего условию  Неймана 

на границе  

                              

( )

( )







=
∂

∂

∈==

∈

φ

Δ

Γ

.

,),,(, 321

x
n

u

Qxxxxxfu

x

                      (2) 

Здесь −
∂

∂

n

u
производная по направлению внешней нормали к по-

верхности Γ . 

           Классическим решением задачи ( 2 ) называется функция   

)()()( 21
QCQCxu ∩∈ ,  

удовлетворяющая внутри Q уравнению Пуассона, а на границе -

краевому условию Неймана. 

          Определение 4. Третьей  краевой задачей для уравнения 

Пуассона называется задача нахождения решения этого уравне-

ния, удовлетворяющего смешанному краевому условию 

 

                    

( )

( )







≥≥≠+=+
∂

∂

∈==

∈

0.0,0,φ

Δ

Γ

βαβαxuβ
n

u
α

Qxxxxxfu

x

.)(

,),,(, 321

 (3) 

           Классическим решением задачи ( 3 ) называется функция   

)()()( 21
QCQCxu ∩∈ ,  

удовлетворяющая внутри Q уравнению Пуассона, а на границе –

смешанному краевому условию. 

        Сформулируем теоремы единственности классических ре-

шений поставленных задач. 

        Теорема 1.  Если решение  краевой задачи Дирихле сущест-

вует, то оно единственно.  

         Теорема 2.  Решение  краевой задачи Неймана определяется 

с точностью до константы.  
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         Теорема 3. Необходимое условие существования решения 

задачи Неймана. Для существования решения второй краевой за-

дачи   должно выполняться условие 

∫∫∫∫∫ =
Γ

dsφxfd

Q

. 

 

          Теорема 4. Третья краевая задача не может иметь более од-

ного решения, если выполняется условия 

 

)Γ(
)(

)(
C

xα

xβ
∈  ,       0

)(

)(
≥

x

x

α

β
  ,  и  

)(

)(

x

x

α

β
  не равна тождественно ну-

лю.            

 

 Решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа в круге 

 

         Пусть область Q- круг радиуса r=l.  Решение задачи будем  

искать в полярных координатах ),( φr  

 

[ ]

( )





=

∈<≤=

.

,2,0,0,0

φ

πφΔ

Γ
fu

lru
 

         Уравнение Лапласа в  полярных координатах имеет вид 

0
11
2

=++ φu
r

u
r

u rrr . 

Решение этого уравнения будем искать методом Фурье (методом 

разделения  переменных).  

        Алгоритм метода Фурье, применимого в случае канониче-

ских областей  для всех основных уравнений математической фи-

зики, можно описать тремя основными этапами. 

I. Первый этап состоит в нахождении частных решений  

уравнения в частных производных. 

 Частные решения ищутся в виде произведения функций от одной 

переменной. В данном случае  

( ) ( ) ( )Φrr φRφu =, . 

Это выражение подставляем в уравнение Лапласа 
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0
11
2

=′′+′+′′ Φ
r

Φ
r

Φ RRR  

и делим получившееся уравнение на ΦR  

0
11
2

=
′′

+
′

+
′′

Φ

Φ

rr R

R

R

R
. 

Затем умножаем получившееся уравнение на 2
r , оставляем в ле-

вой части функции, зависящие от r, а функции, зависящие от уг-
ловой координаты переносим в правую часть. Оказывается, что-

левая и правая части уравнения зависят от разных переменных. 

Следовательно, они равны константе 

22 λ
Φ

Φ
rr ==

′′
=

′
+

′′
сonst

R

R

R

R
. 

Отсюда получаем два уравнения 

                                       022 =−
′

+
′′

λr
R

R
r

R

R
,                                  (4) 

                                            02 =+′′ ΦλΦ .                                         (5) 

         Для существования однозначного решения задачи должно 

выполняться условие  

                                         ( ) ( )πϕϕ 2+Φ=Φ .                                     (6) 

Уравнение (5 ) и условие  (6 ) составляют задачу Штурма-

Лиувилля,  изученную ранее (пример 2, раздел 2.3 ). Отметим, 

что появление задачи Штурма-Лиувилля в первом действии ме-

тода Фурье характерно  для всех других уравнений, решаемых 

этим методом.  

II. Второй этап состоит в решении полученных на первом 

этапе обыкновенных дифференциальных уравнений, за-

дач Штурма-Лиувилля и построении общего решения 

уравнения в частных производных. 

 Из условий периодичности ( 6 ) получаем nn =λ  , n=0, ,...2,1 , 

( )Φ φnBφnAφ nnn sincos += . 

Решения  уравнения (4), при заданных nn =λ  

( ) ( ) ( ) 0
1

2

2

=−′+′′ r
r

n
r

r
r RRR  
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будем искать  в виде 

( ) k
R rr = , 

где k – неизвестная константа. Произведя дифференцирование и 

подставляя в уравнение   получим 

( ) 01 2222 =−+− −−− kkk kkk rλrr ,   λ±=k . 

Таким образом, радиальная часть решения имеет вид 

( ) k
n

k
nn DCR −+= rrr . 

        Если поставить условие ограниченности решения в нуле, то 

остается только первое слагаемое  ( ) n
nn CR rr = , т.к. 0=nD . 

         Общее решение уравнения в частных производных есть су-

перпозиция  всех найденных частных решений  

( ) [ ]∑
∞

=

+=
0

sincos,
n

nn
n

nBnAu φφrφr . 

     III.  Третий этап состоит в нахождении неизвестных nn BиA . 

Для этого применяется теория рядов Фурье ( в общем случае тео-

рия рядов Фурье-Стеклова). 

            Разложим функцию, задающую краевое условие , в ряд 

Фурье 

( ) [ ]

( )

( )∫

∫

∑

−

−

∞

=

=

=

++=

π

π
n

π
n

n
nn

dfnb

dfna

nbna
a

f

φφ
π

φφπ
π

φφφ

π

,sin
1

,cos
1

,sincos
2 1

0

 

 и используем краевое условие ( ) ( )φfφlu =, , где 

( ) [ ]∑
∞

=

++=
1

0 sincos,
n

nn
n

nBnAlAlu φφφ , для нахождения неиз-

вестных констант. Из равенства двух рядов следует 

n
n

nn
n

n BlbAlaaA === ,,2 00 . 

Эти соотношения полностью определяют неизвестные константы 

и решение поставленной задачи          
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( ) ( )∑
∞

=

+







+=

1

0 sincos
2

,
n

nn

n

nbna
l

a
u φφ

r
φr . 

          Замечание 1. Если функция f  является частичной суммой 

ряда Фурье, то решение всегда представляется в виде конечного 

ряда. 

          Пример 2. Пусть краевое условие  задачи Дирихле содер-

жит конечное число синусов и косинусов, например 

( ) ϕ
ϕ

ϕϕ 2cos
22

2cos1
cos 2

02
a

a
f +=

+
== . 

 Тогда и решение должно иметь такую же структуру, какую име-

ет краевое условие φφ 2cos),( 2
2

0 AlAlu += .  Отсюда находим 

решение задачи 

( )
2

2cos

2

1
,

2
r

r
φ

l
φu 








+= . 

         Замечание 2. Если начало координат не входит в область Q, 

то  общее решение уравнения Лапласа содержит логарифм и от-

рицательные степени r 

( ) ∑
∞

=






+++++=

1
00 sin)(cos)(ln,

n
n
nn

nn
nn

n n
r

D
rCn

r

B
rArDCu φφφr

. 

 

           Пример 3. Найти значения параметра B , при которых су-

ществует решение задачи Неймана в кольце 

[ ]









=
∂

∂
−=

∂

∂

∈<≤=

==

.,2

,2,0,31,0

31

B
n

u

n

u

φru

rr

πΔ

 

Т.к. краевые условия не зависят от угла ϕ , то и решение от ϕ  за-

висеть не будет. Тогда уравнение Лапласа будет иметь более про-

стой вид 

0
1

=







=

dr

du

d

d
u r

rr
Δ . 

Отсюда следует   
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r

1C

dr

du
= ,  21 ln CrCu += . 

Неизвестные константы находим из краевых условий. На внут-

ренней границе 

.2,2, 1
1

1 =−=−
∂

∂
−=

∂

∂

=

C
Cu

n

u

rrr
. 

На внешней границе 

.
3

2
,

2
==

∂

∂
B

rr

u
 

         Решение задачи определяется, в соответствии с теоремой 2  , 

с точностью до произвольной константы 2C  

2ln2 Cru += . 

 

Ограничение на параметр B  следует из теоремы 3 о необходимом 

условии разрешимости задачи Неймана . 

 

 

6. Смешанные краевые задачи для волнового уравнения 

 

         Введем обозначения:  D - ограниченная замкнутая область с 

гладкой границей  Г, ( ) [ ]TtRDxxxx
n

n ,0,..., 21 ∈⊂∈= . 

Многие колебательные и волновые процессы в физике (колеба-

ния струн, стержней , мембран , электромагнитные волны) опи-

сываются  уравнением вида  

                   0,),,(2 >∈+= tDxtxfuautt Δ  ,                                (1) 

которое называется волновым уравнением. 

          Значения функции и ее производной в начальный момент 

времени называются начальными данными задачи 

)()0,(),()0,( xψxuxφxu t ==                                        (2) 

          На границе области ставится одно из трех типов краевых 

условий 

А)   0|),( Γ=txu  -условие Дирихле, 
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В) 0|),( =
∂

∂
Γtxu

n
- условие Неймана, 

С) 0|)),(),(( =
∂

∂
+ Γtxu

n
βtxuα - смешанное условие (здесь  

0βα >+  , βα,  -неотрицательны на поверхности Г.  

         Уравнение (1), начальные условия (2), и одно из краевых 

условий А-С образуют смешанную краевую задачу. 

 

         Определение 1. Дважды дифференцируемая в области D  и 

непрерывная в замкнутой области D  функция ),( txu , удовлетво-

ряющая уравнению (1), начальным условиям (2) и краевому ус-

ловию А) называется классическим  решением  первой смешан-

ной краевой задачи для волнового уравнения. 

        Рассмотрим упругую струну,  длины l . Величину откло-

нения струны от положения равновесия в точке х в момент 

времени t , обозначим через u(x,t). Малые колебания струны 

описываются одномерным волновым уравнением 

 

                          0),,0(),,(2 >∈+= tlxtxfuau xxtt  ,                    (3) 

где ρTa /= - скорость упругих волн в бесконечно длинной 

струне, T- постоянное натяжение струны, ρ-постоянна  линейная 

плотность струны, ),( txfρ -плотность внешних сил, действующих 

на струну в точке х в момент времени t и направленных перпен-

дикулярно оси х в плоскости (х,u). 

         Начальные условия означают задание смещений струны и 

скоростей в плоскости (х,u) 

)()0,(),()0,( xxuxxu t ψφ ==                                        (4) 

 

          Пусть концы струны жестко закреплены, что соответствует 

краевым условиям Дирихле 

                                   0),(),0( == tlutu .                                           (5)                                   

         Для решения задачи   (3) -  (5)  используем метод Фурье (ме-

тод разделения переменных). Рассмотрим случай свободных ко-
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лебаний, когда вынуждающая сила 0),( ≡txf . Алгоритм решения 

можно разбить на три этапа 

 

1) Разделяем переменные: 

 

( ) ( )tTxyu =  

и подставляем это выражение в волновое уравнение 

TyaTy ′′=′′ 2
. 

Делим полученное уравнение на yTa
2 и приравниваем получен-

ные дроби константе, так как слева и справа получились функции 

от разных аргументов 

constλ
y

y

Ta

T
=−=

′′
=

′′
2

. 

Отсюда следует два уравнения 

                                  ( ) ( ) 00;0 ===+′′ lyyyλy ,                             (6) 

                                           02 =+ TaλT .                                          (7) 

Уравнение (6) -это задача Штурма-Лиувилля с краевыми усло-

виями Дирихле, изученная в  разделе  2.3, пример 1 ,  где найдены 

собственные числа и собственные функции  

l

n
λ

π
n = ,         ( ) x

l

n
xyn

π
sin= . 

Решение   уравнения  (7) имеет вид 

t
l

na
Bt

l

na
AT nnn

ππ
sincos +=  

 

2) Находим неизвестные постоянные nA и  nB . 

 

         Общее решение  представляется как суперпозиция всех ча-

стных решений 

( ) ( )∑
∞

=

=
1

,
n

nn xyTtxu . 

 Воспользуемся начальными условиями: 
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( ) ( )∑
∞

=

===
1

sin0,,0)
n

n xφxA
l

n
xuta

π
, 







+−= ∑

∞

=

t
l

na
B

l

na
t

l

na
A

l

na
x

l

n
u nn

n
t

πππππ
cossinsin

1

, 

( ) ( )xB
l

na
x

l

n
xuб n

n
t ψ

ππ
=





= ∑

∞

=1

sin0,) . 

 Теперь функции ( )xϕ  и ( )xψ  раскладываем в ряд Фурье-

Стеклова по системе собственных функций { })(xyn  

 

2
1

),(
,)()(

y

yφ
φxyφxφ n

nnn ==∑
∞

 

2
1

),(
,)()(

y

yψ
ψxyψxψ n

nnn ==∑
∞

, 

 

 приравниваем коэффициенты  в соответствующих рядах и полу-

чаем 

n

n
nnn λa

ψ
BφA == ,  

           Итак, общее решение задачи можно записать в виде 

                ( ) ∑
∞

=








+=

1

sincos)(,
n

n
n

n
nnn at

a
atxytxu λ

λ

ψ
λφ .                  (8) 

        Замечание 1. Физический смысл собственных значений и 

собственных функций возникающей задачи Штурма-Лиувилля 

состоит в том, что они являются  собственными частотами   и 

собственными  формами, соответственно,  стоячих гармониче-

ских волн. Остановимся на этом подробнее. 

          Гармоническое колебание имеет вид  

)(sin),( xtytxu ω= . 

Подставляя это выражение в волновое уравнение и сокращая на 

временной множитель получим уравнение 



 

 

37 

 

0
2

2

=+′′ y
a

ω
y . 

Отсюда следует, что nn λaω = . Гармоническое колебание с 

наименьшей частотой   
l

ω1

π
a=  называется основным тоном, 

остальные колебания образуют бесконечный ряд последователь-

ных обертонов более высокой частоты. Так что легко заметить, 

что понижение частоты основного тона  можно достичь либо за 

счет увеличения длины струны, либо за счет уменьшения натя-

жения. Отметим также, что число узлов  в собственной форме ко-

лебаний на единицу больше ее номера. 

 

          Замечание 2. Ряд (8) достаточно быстро сходится абсолют-

но и равномерно для любых [ ]Tt ,0∈  и любых [ ]lx ,0∈ . 

         Рассмотрим теперь вынужденные колебания струны с ну-

левыми начальными условиями 

                         0),,0(),,(2 >∈+= tlxtxfuau xxtt  ,                     (9) 

                                 0)0,(,0)0,( == xuxu t ,                                   (10) 

         Пусть на концах струны заданы какие-нибудь нулевые крае-

вые условия, типа условий А)-D) для задачи Штурма-Лиувилля   

раздела 2.1. Будем считать собственные числа{ }nλ  и собственные 

функции { })(xψn этой задачи известными (для всех четырех слу-

чаев они легко находятся, аналогично задаче Дирихле). Отметим 

также свойство собственных функций                                  

( ) ( )xλx nnn ψψ −=′′                                     (11) 

       Частное решение волнового уравнения, называемое гармони-

кой,  будем  искать в виде 

( ) ( ) ( )tTxtxu nnn ψ=, , 

а общее  решение -в  виде суммы гармоник 

                              ( ) ( ) ( )∑
∞

=

=
1

,
n

nn tTxtxu ψ .     (12)
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Разложим функцию ( )txf ,  в ряд Фурье-Стеклова 

( ) ( ) ( )∑
∞

=

=
1

,
n

nn xtCtxf ψ  

Подставим разложение ( )txu ,  и ( )txf ,  в волновое уравнение и 

учтем свойство (11 ) второй производной собственной функции  

                      ( )( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

=+′′
11

2 )(
n

nn
n

nnnnn xtCxψTλaxT ψψ .            (13) 

Система собственных функций ( ){ }−xnψ  является базисом, ли-

нейно независима и поэтому из (13 ) и (10 )  следует задача Коши 

( ) ( )





=′=

=−+′′

000

02

nn

nnnn

TT

CTλaT
.                                 (14)                     

 

 Решение задачи (14 ) выражается в виде интеграла Дюамеля 

                         ∫ −=
t

nn

n

n dtaCtT

0

)(sin)(
1

)( ττλτ
λ

,                    (15) 

и, следовательно,  решение смешанной задачи    получим под-

ставляя  ( 15 )  в (12)  

                ∫∑ −=
∞

=

t

nn

nn
n dtaCxtxu

01

)(sin)(
1

)(),( ττλτ
λ

ψ .           (16) 

 

         Пример 1. Решить смешанную краевую задачу для волново-

го уравнения 

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )





====

∈−+=

.0,3,0;00,0,

);3,0(,3sin25

tutuxuxu

xxxtuu

t

xxtt ω
 

 

 

 На концах струны  поставлены краевые условия Дирихле. Сле-

довательно, согласно разделу   2.3 , имеем 

x
nπ

λ n
3

sin2 π
ψ,

3

n
3,l5,a n ====  

и решение задачи раскладывается по собственным функциям 
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( ) ( )∑
∞

=

=
1 3

sin,
n

n x
n

tTtxu
π

. 

 Разложим функцию ( )txf ,  в ряд Фурье-Стеклова: 

( )[ ] ∑
∞

=

=−
1 3

sinsin3sin
n

n x
n

Ctxxt
π

ωω , 

( ) =−= ∫
3

0

2

3
sin3

3

2
dx

nx
xxCn

π

( )
( )( )n

n
11

36
3

−−
π

. 

Здесь интеграл берется двукратным интегрированием по частям. 

Подставим разложения в  волновое уравнение: 

( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

=







+′′

11

2 sin)
3

5
(

n
nnn

n
nn xCtxTnT ψωψπ , 

Отсюда следует задача Коши для ОДУ второго порядка 

( ) ( )





=′=

=+′′

000

sin2

nn

nnnn

TT

tCTT ωβ
,     nn βπ =

3

5
. 

 

          (I) Нерезонансный случай:  
3

5
nπ

ω ≠  для любого n . 

 

( )
3

sinsin
3

5
sin

3

5

3

5
,

1 2
2

nx
tt

n

nn

C
txu

n

n π
ω

π

π

ω

ω
π 
















+







−

−







= ∑

∞

=

.  (19) 

Мы получили сумму гармоник, которая удовлетворяет постав-

ленным граничным  и начальным условиям и самому волновому 

уравнению . 

Видно, что если 
3

5 nπ
ω = , то амплитуда 

2
2

3

5
ω

π
−







 n

Cn  устремится 

в бесконечность – наступит резонанс.  
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       (II) Резонансный случай. Пусть для некоторого фиксирован-

ного m     имеет место равенство  m
3

5π
ω= . В этом случае можно 

использовать формулу (18) предыдущего раздела. Имеется и дру-

гой метод, основанный на методе подбора  частного решения из 
теории дифференциальных уравнений. Напомним этот метод.  

Найдем частное решение (5)  методом подбора: 

( ) ( )tEtDttT mm
част

m ωω sincos +=  

( ) ( )tEtDttEtDtT mmmm
част

m ωωωωωω sincossincos +−++=
′

 

( ) ( )
( )tDtE

tEtDttEtDtT

mm

mmmm
част

m

ωωω

ωωωωωωωω

sincos

sincossincos 22

++

++−++−=
″

Подставим эти выражения в ОДУ (5) 

( )
( ) ( ) tCtEtDttDtE

tEtDttEtD

mmmmmm

mmmm

ωωωβωωω

ωωωωωωωω

sinsincossincos

sincoscossin

2

22

=++−+

+−−++−
 

( )
( ) tCtEtDt

tEtDttDtE

mmmm

mmmm

ωωωβ

ωωωωωωωω

sinsincos

sincossin2cos2

2

22

=++

+−−+−
 





=−

=

mm

m

CD

E

ω

ω

2

02
 

0;
2

=−=⇒ m
m

m E
C

D
ω

. 

Следовательно, частное решение неоднородного ДУ (5) равно: 

t
tC

T mчаст
m ω

ω
cos

2
−=  

Тогда общее решение (5) будет выглядеть следующим образом: 

t
tC

t
m

Bt
m

ATTT m
mm

част
m

о
mm ω

ω

ππ
cos

23

5
sin

3

5
cos −+=+=  

t
C

t
tC

t
m

B
m

tA
m

t
m

t

T

m

m
mm

m

ω
ω

ωω
ω

ππππ
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2

sin
23

5
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3

5

3

5
sin

3

5

−

−+−=
∂

∂
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Используем начальные условия: 

( )

( )








−==′

=−==

ω

π
ω

23

5
00

0
2

00

m
mm

m
m

mm
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m
T

A
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AT

 








=

=

πωm

C
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A

m
m

m

10

3

0

 

В итоге найдена резонансная гармоника: 

3
sincos

23

5
sin

10

3 xm
t

C
tt

m

m

C
u mm

m

π
ω

ω

π

πω








−=     (8) 

          Замечание: в случае резонанса методом подбора мы нашли 

только одну гармонику номера −m это резонансная гармоника. 

Все остальные гармоники – нерезонансные. Для них справедлив 

результат предыдущего первого пункта. Заметим, что в формуле 

для общего решения −m ю гармонику ряда (7) следует заменить 

на полученную (8) резонансную гармонику. 

( ) ( )

3
sincos

23

5
sin
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3

3
sin

3

5
sin

5

3
sin

3

5
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1 2
2
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π
ω

ω
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−= ∑

∞

=

 

Получается, что на резонансной гармонике мы  имеем линейную 

зависимость амплитуды от времени, т.е. при ∞→t  амплитуда 

устремляется в бесконечность. В реальных физических системах 

всегда имеется трение и неограниченный рост по времени не 

имеет места.  

           Рассмотрим однородное волновое уравнение с неоднород-

ными граничными условиями. Пусть дана смешанная краевая за-

дача     

                           0),,0(,2 >∈= tlxuau xxtt  ;                                                                  

0)0,(,0)0,( == xuxu t  ; )(),(),(),0( 21 tμtlutμtu == . 
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         Эту задачу, путем замены неизвестной, можно свести к изу-

ченной выше   задаче с нулевыми краевыми условиями.  

         Представим искомое  решение  в виде 

WVu += , 

где функцию ( )txW ,  выберем таким образом, чтобы для 

WuV −=  получить задачу с однородными  граничными усло-

виями. Легко проверить, что функция 

( ) ( )t
l

xl
t

l

x
W 12 μμ

−
+=  

удовлетворяет  краевым условиям  ( ) 2µ=lW , ( ) 10 µ=W . 

Осуществив эту замену получаем смешанную краевую задачу с 

нулевыми краевыми условиями 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )





==−=−=

−=

.0,,0,0;0,0,,0,0,

,2

tlVtVxWxVxWxV

WVaV

tt

ttxxtt
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