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Практическое занятие 1

Статистическая обработка результатов измерений
Задача 1. В качестве исходных данных имеется результаты контроля некоторой физической величины. Требуется по выборке построить гистограмму, оценить математическое ожидание, среднеквадратичное отклонение, подобрать закон распределения и проверить соответствие опытных данных принятому закону.
Исходные данные
Таблица 1. Результаты контроля
	№
	Варианты

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	1
	59
	54
	51
	48
	32
	23
	54
	25
	24
	53
	7
	32
	15
	22
	48
	35
	45
	29
	21
	13

	2
	55
	29
	42
	51
	35
	31
	60
	82
	34
	36
	62
	30
	73
	75
	42
	28
	32
	35
	30
	17

	3
	51
	31
	63
	51
	22
	25
	43
	32
	31
	28
	51
	38
	23
	32
	60
	21
	35
	79
	32
	31

	4
	43
	37
	48
	42
	29
	6
	55
	35
	28
	33
	14
	23
	28
	47
	4
	36
	28
	37
	34
	18

	5
	54
	37
	39
	71
	30
	28
	54
	10
	35
	23
	21
	24
	12
	31
	43
	35
	24
	37
	36
	31

	6
	58
	47
	58
	47
	31
	28
	30
	19
	21
	4
	17
	38
	46
	45
	2
	44
	33
	33
	26
	17

	7
	56
	36
	49
	63
	40
	12
	28
	19
	29
	17
	25
	52
	9
	23
	23
	29
	26
	35
	48
	37

	8
	53
	25
	59
	65
	42
	18
	23
	22
	14
	26
	51
	40
	43
	38
	17
	29
	48
	30
	36
	32

	9
	45
	46
	22
	37
	14
	27
	30
	18
	12
	10
	28
	27
	26
	30
	24
	35
	39
	42
	28
	37

	10
	34
	37
	39
	70
	46
	21
	23
	74
	65
	13
	25
	19
	29
	28
	5
	20
	16
	39
	31
	21

	11
	54
	39
	31
	46
	44
	13
	43
	32
	13
	2
	36
	44
	49
	68
	2
	40
	16
	34
	34
	62

	12
	31
	23
	38
	58
	21
	47
	99
	50
	28
	33
	38
	38
	55
	47
	12
	23
	10
	41
	43
	21

	13
	54
	43
	23
	41
	69
	24
	66
	38
	45
	2
	56
	40
	48
	39
	1
	32
	34
	39
	21
	31

	14
	69
	44
	12
	56
	24
	41
	3
	50
	18
	16
	41
	27
	61
	37
	12
	35
	9
	39
	39
	18

	15
	66
	29
	16
	45
	29
	45
	8
	59
	62
	44
	41
	45
	49
	42
	1
	35
	56
	54
	39
	30

	16
	43
	25
	29
	23
	32
	35
	1
	53
	25
	9
	76
	21
	59
	50
	10
	32
	40
	43
	36
	20

	17
	32
	33
	71
	25
	33
	25
	35
	67
	24
	23
	53
	31
	63
	29
	16
	6
	9
	38
	19
	35

	18
	30
	27
	96
	47
	70
	25
	2
	20
	40
	5
	59
	30
	46
	17
	5
	27
	14
	61
	19
	45

	19
	42
	37
	30
	74
	69
	34
	37
	34
	14
	36
	41
	36
	49
	52
	20
	28
	4
	40
	44
	21

	20
	21
	44
	16
	18
	29
	23
	30
	30
	42
	18
	22
	27
	56
	39
	1
	20
	25
	34
	36
	42

	21
	61
	31
	83
	29
	49
	41
	12
	27
	19
	1
	44
	32
	70
	35
	6
	31
	26
	30
	28
	28

	22
	18
	30
	38
	58
	17
	24
	16
	44
	46
	1
	23
	49
	33
	54
	1
	20
	68
	15
	24
	52

	23
	38
	20
	3
	18
	56
	15
	75
	21
	51
	2
	34
	13
	31
	49
	4
	37
	28
	64
	23
	13

	24
	35
	39
	11
	42
	41
	23
	9
	22
	20
	19
	42
	14
	37
	36
	52
	42
	20
	17
	46
	4

	25
	71
	39
	3
	41
	23
	14
	2
	42
	41
	25
	40
	63
	0
	62
	35
	23
	14
	52
	35
	40

	26
	58
	25
	15
	48
	28
	38
	74
	34
	52
	1
	55
	31
	37
	19
	12
	29
	19
	22
	38
	43

	27
	42
	19
	5
	51
	38
	33
	17
	52
	34
	15
	44
	25
	54
	46
	30
	16
	11
	50
	21
	53

	28
	44
	31
	17
	27
	19
	31
	6
	39
	21
	17
	44
	26
	72
	6
	12
	45
	5
	59
	24
	39

	29
	48
	31
	8
	49
	45
	27
	23
	44
	39
	40
	49
	20
	42
	15
	26
	46
	1
	26
	13
	49

	30
	43
	50
	22
	16
	66
	32
	11
	35
	26
	45
	2
	35
	26
	35
	6
	25
	3
	23
	11
	45

	31
	49
	30
	16
	32
	54
	43
	3
	21
	48
	55
	54
	37
	46
	54
	12
	36
	10
	40
	31
	40

	32
	51
	40
	14
	41
	29
	14
	18
	35
	15
	16
	30
	22
	62
	31
	10
	24
	14
	45
	42
	60

	33
	18
	45
	20
	29
	8
	10
	13
	47
	32
	4
	54
	49
	33
	26
	3
	40
	1
	34
	29
	32

	34
	30
	40
	2
	47
	38
	14
	5
	47
	23
	37
	63
	21
	42
	51
	7
	15
	24
	24
	53
	35

	35
	55
	37
	6
	25
	12
	21
	11
	12
	11
	34
	43
	62
	20
	50
	7
	34
	7
	27
	26
	31

	36
	43
	51
	12
	45
	29
	38
	20
	29
	30
	9
	4
	49
	45
	52
	21
	47
	4
	54
	30
	20

	37
	48
	74
	12
	68
	52
	49
	5
	49
	40
	9
	17
	61
	55
	37
	41
	34
	77
	25
	46
	34

	38
	49
	54
	15
	7
	40
	27
	20
	40
	38
	3
	39
	27
	23
	37
	3
	24
	48
	16
	47
	30

	39
	33
	19
	12
	56
	37
	56
	29
	24
	19
	53
	23
	49
	39
	34
	76
	49
	11
	54
	42
	40

	40
	32
	52
	85
	47
	43
	32
	7
	20
	56
	40
	32
	34
	31
	56
	12
	50
	13
	66
	48
	47

	41
	63
	20
	26
	49
	57
	8
	1
	61
	32
	13
	45
	37
	19
	21
	7
	38
	11
	52
	50
	30

	42
	46
	41
	15
	47
	12
	54
	13
	31
	41
	5
	36
	32
	52
	22
	18
	24
	9
	39
	47
	23

	43
	37
	58
	3
	48
	19
	12
	4
	53
	18
	17
	57
	22
	35
	25
	19
	44
	68
	21
	55
	30

	44
	43
	27
	3
	59
	43
	62
	3
	8
	76
	34
	40
	41
	32
	34
	35
	19
	11
	41
	52
	4

	45
	43
	54
	20
	43
	31
	41
	9
	39
	34
	13
	51
	36
	27
	41
	10
	59
	9
	13
	28
	26

	46
	26
	64
	33
	27
	26
	34
	13
	58
	72
	5
	55
	22
	79
	58
	10
	46
	28
	18
	45
	38

	47
	33
	48
	13
	26
	42
	38
	30
	16
	28
	85
	50
	56
	33
	39
	26
	39
	17
	40
	38
	37

	48
	38
	16
	8
	21
	46
	8
	70
	55
	38
	33
	31
	39
	28
	59
	38
	34
	4
	35
	60
	40

	49
	24
	44
	15
	21
	8
	35
	1
	7
	53
	1
	22
	46
	32
	30
	3
	39
	10
	49
	10
	44

	50
	49
	49
	1
	45
	49
	52
	30
	32
	9
	16
	35
	28
	50
	27
	5
	38
	5
	26
	10
	24


 (Варианты приведены также в отдельном файле «ОТН Практическое занятие 1»).

Выберите вариант задачи по номеру в сквозном списке студентов (файл «Список Ш Э ОТН заочн 2012»). При решении задачи можно использовать калькулятор, пакеты Excel, Mathcad. 
Пример решения варианта 1
1. Рассчитаем число интервалов по формуле

[image: image1.png]


, где где n - число наблюдений (у всех – 50).
= 5 ln (50/10) = 5*1,61 = 8 интервалов. 
Предпочтительнее выбирать число интервалов нечётным, так как при чётном числе интервалов и островершинном распределении в центре гистограммы окажутся два столбца и середина кривой распределения предварительно уплотняется. Принимаем k=7.

2. Рассчитаем длину интервалов
[image: image2.png]


,
где xmaх - максимальное значение x;

x min - минимальное значение x;
x – значения измеренных величин.
Из столбца данных варианта 1 определяем, что xмах = 71, xмин = 18 (вручную или в Excel). После подстановки получаем:
Δx = (71 – 18)/7 = 7,571429 (калькулятор, Excel).

3. Находим начала и концы интервалов
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	интервалы


18 71

Для этого подготовим табл. 2, в первый столбец которой заносим результаты расчетов границ интервалов. Например: начало первого интервала – 18; конец первого интервала – (18 + Δx) = 18+7,571429 = 25,5714 и т.д.
Таблица 2
	№
	1
	2
	3
	4

	
	Интервалы
	Середина интервала 
	Число попаданий в интервал,
ni 
	Относительная частость попадания в интервал, 
qi (x)

	
	18
	
	
	

	1
	25,5714
	21,7857
	n1 = 4
	0,010566

	2
	33,1428
	29,35714
	n2 = 8
	0,021132

	3
	40,71428
	36,92857
	n3 = 5
	0,0132075

	4
	48,2857
	44,5
	n4 = 13
	0,0343396

	5
	55,8571
	52,0714
	n5 = 11
	0,0290566

	6
	63,4286
	59,6428
	n6 = 6
	0,0158491

	7
	71
	67,21428
	n7 = 3
	0,0079245


Для того чтобы построить гистограмму распределения измеренных величин, необходимо рассчитать середины интервалов (столбец 2 таблицы), число попаданий в интервал (столбец 3 таблицы) и относительную частость попаданий в интервал (столбец 4 таблицы)
qi (x)  ni / (n*x ),
где ni -число попаданий в интервал;
n - число наблюдений. 

Например: середина первого интервала равна (18 + 25, 5714)/2 = 21,7857;

середина второго интервала равна (25,5714 + 33,1428) = 29,35714 и т.д.
Число попаданий в интервал ni  подсчитывается вручную (или в Excel) по данным столбца варианта по информации о границах интервалов (табл.2, столбец 1) и заносится в столбец 3 таблицы. Для данного примера: n1 = 4, n2 = 8 и т.д.
Относительная частость попадания в интервал (столбец 4 табл. 2): 
q1 (x)  n1 / (n*x ) = 4/(50*7,571429) = 0,010566;

q2 (x)  n2 / (n*x ) = 8/(50*7,571429) = 0,021132, и т.д.

Используя, например, пакет Excel по данным табл. 2 строим гистограмму относительной частости попаданий измеренных величин в интервал, т.е. зависимость  qi (x). Пример построенной диаграммы показан на рис. 1. 
	Номер интервала
	Середина интервала
	Относительная частость qi(x)

	1
	21,7857
	0,010566

	2
	29,35714
	0,021132

	3
	36,92857
	0,0132075

	4
	44,5
	0,0343396

	5
	52,0714
	0,0290566

	6
	59,6428
	0,0158491

	7
	67,21428
	0,0079245
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Рис. 1
Для опытных данных необходимо выбрать подходящий модельный закон распределения. «Примерим» для заданных опытных данных два закона распределения: Гаусса (нормальный) и Вейбулла. Окончательный выбор закона подходящего распределения производится с помощью критерия согласия Пирсона (критерий «хи-квадрат – χ2).  Его достоинством является то, что его можно легко использовать для проверки допущения о любом распределении. Для проверки необходимо рассчитать оценку критерия χ2 . Вычисленный критерий приближенно следует распределению «хи-квадрат» только в том случае, если модель (закон распределения) выбрана правильно. 
Вычисленное значение оценки критерия сравнивается с распределением "хи-квадрат", имеющем число степеней свободы 

[image: image4.jpg]v=k-r-1



,
где k – число интервалов, r - число параметров закона распределения (для Гаусса r = 2, для Вейбулла r = 3). 

Большое расчетное значение оценки критерия χ2 (чем табличное) означает, что опытные данные противоречат выбранной модели. Например, если вычисленные значения оценки критерия χ2 превышает соответствующее значение распределения  для уровня значимости 0,95, то вероятность того, что опытные данные не противоречат принятой "теоретической" модели не превышает 0,05, и "теоретическая" модель отвергается, как не удовлетворяющая требованиям. 

Распределение "хи-квадрат" затабулировано и его таблицы можно найти в справочниках по математической статистике (см. файл. «хи-квадрат»). 

Для дальнейших расчетов используются следующие формулы.
Критерий согласия Пирсона:
[image: image5.png]k (n -E )2

M

i=1

E, =n(Q(x; ) Qx,,))



,
где Еi – теоретическая частость попадания в данный интервал; Q(xi) - интегральная функция вероятности от правой границы i-го интервала; Q(xi-1) - интегральная функция вероятности от левой границы i-го интервала (выражение  Q(x) различно для разных законов распределения); ni –число попаданий опытных данных в интервал i; xi – правая граница интервала; x i-1 – левая граница интервала; n – число испытаний; k –число интервалов гистограммы.
Законы распределения.

Закон распределения Гаусса (нормальный):
[image: image6.png]- [1xpos]
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,
где x - граница интервала; - математическое ожидание; - среднее квадратичное отклонение.

Плотность распределения:
[image: image7.png]



где x - середина интервала.
Закон распределения Вейбулла
[image: image8.png]



где х0 - минимальная граница интервала; - форма; - масштаб.
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(5)
Рассчитаем критерий согласия Пирсона для обоих законов распределения.

Расчет параметров для распределения Гаусса
1. Используя данные выборки и стандартные функции Excel, рассчитываем: 
· математическое ожидание (среднее значение)  = СРЗНАЧ (     ) = 44,36; 
· среднее квадратическое отклонение  = СТАНДОТКЛОН (      ) = 12,84723; 
· нормировочную величину zi = (xi - µ)/σ  относительно начала интервалов хi (см. файл «Расчет мю сигма z»). Результаты расчетов zi сведены в таблицу 3. 
Таблица 3. Результаты расчета для распределения Гаусса

	Интервалы
i
	Границы 
интервалов
	Нормировочная величина 

zi
	Интегральная функция Q(zi)гаусс
	Теоретическая частость попадания в данный интервал

Ei
	Число попаданий в интервал

ni
	Расчет критерия Пирсона для каждого интервала (χi2) и их суммирование (χ2)
	Середина интервалов
	Плотность распределения 

q(x)

	0
	18
	-2,0518042
	0,0200943
	
	
	
	
	

	1
	25,5714286
	-1,4624609
	0,0718075
	2,5856564
	n1 = 4
	0,77364023
	21,78571429
	0,006632172

	2
	33,1428571
	-0,8731176
	0,1912995
	5,9746004
	n2 = 8
	0,68661389
	29,35714286
	0,015702551

	3
	40,7142857
	-0,2837743
	0,3882917
	9,8496086
	n3 = 5
	2,38778054
	36,92857143
	0,026268982

	4
	48,2857143
	0,3055689
	0,6200336
	11,5870951
	n4 = 13
	0,17228652
	44,5
	0,031050945

	5
	55,8571429
	0,8949122
	0,8145830
	9,7274715
	n5 = 11
	0,16646966
	52,07142857
	0,025933728

	6
	62,4285714
	1,4064177
	0,9201999
	5,8273216
	n6 = 6
	0,0051169
	59,64285714
	0,015304306

	7
	71
	2,0735987
	0,9809417
	2,4906142
	n7 = 3
	0,1041807
	67,21428571
	0,006381472

	
	
	
	
	
	
	χ2 = 4,29608844
	
	


2. Рассчитываем в Excel интегральную функцию Q(zi)гаусс = НОРМСТРАСП ((начало интервала - µ)/ σ) = НОРМСТРАСП (zi) (см. файл «Расчет мю сигма z»). Возможен и ручной расчет (значительно более трудоемкий) по табулированной функции Лапласа (см. файл reference_table.pdf). Результаты расчета Q(zi)гаусс вносим в таблицу 3. 
Легко заметить, что значения Q(zi)гаусс рассчитаны по алгоритму:
Q(z1)гаусс = Q(x1нач) = НОРМСТРАСП ((18 - 44,36)/ 12,84723) = 0,0200943;

Q(z2)гаусс = Q(x2нач) = НОРМСТРАСП ((25,5714286 – 44,36) / 12,84723) = 0,0718075
и т.д.
3. Рассчитываем теоретическую частость попадания в данный интервал (Ei):
E1 = n (Q(z1) – Q(z0)) = 50*(0,0718075 - 0,0200943) = 2,5856564;
E2 = n (Q(z2)– Q(z1)) = 50*(0,1912995 - 0,0718075) = 5,9746004 и т.д. 

Результаты заносим в таблицу 3.
4. Рассчитываем значения χi2  и критерий согласия Пирсона χ2   (результаты – в табл. 3):
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5. Число степеней свободы:  ν = k – r – 1 = 7 – 2 – 1 = 4. Считаем, что уровень значимости задан равным α = 0,05.
6. Рассчитываем в Excel  плотность распределения q(x)гаусс, результаты заносим в табл. 3. Расчетная формула: 
q(x) = (1 / σ *КОРЕНЬ (2*3,14159))*EXP(- 0,5((серед интерв – μ)/ )^2,
где вместо σ, μ и «серед интерв» следует вставить соответствующие ячейки Excel (файл «Расчет мю сигма z»). 
7. Строим графики плотности распределения q(x)гаусс и частости попадания в интервал qi(x) на одном рисунке (рис. 2) (файл «Рис гистограммы qi(x) q(x)»).
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Рис.2
Расчет параметров для распределения Вейбулла
Для расчета распределения Вейбулла необходимо исключить из ряда исходных данных минимальный элемент. В данном примере исключается элемент со значением 18 (2 значения, поэтому в усеченном ряде останется 48 значений).
1. На лист Excel вносим новый (усеченный) ряд, включающий n2 = 48 значений (см. файл «Расчет Вейбулл» или рис. 3).  
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Рис. 3. Вейбулл в Excel
2. Используем новый ряд для расчета промежуточных величин ln (xi – xmin), y (выражение 3), (ln(xi - xmin) – y)2, Sy  (выражение 2), β (выражение 1), η (выражение 4). Для принятого в файле «Расчет Вейбулл» расположения данных расчетные формулы имеют вид:
y = СУММ(D4:D51)/($C$58-1);

Sy  =КОРЕНЬ(СУММ(E4:E51)/($C$58-1));

ln (xi – xmin) = LN(C4-$C$56) и т.д.;
(ln(xi - xmin) – y)2 = (D4-$D$52)^2 и т.д.;
β = 3,14159*0,986/(КОРЕНЬ(6)*E53);

η = EXP(D52+0,577226/E55).

3. Используя приведенную выше формулу закона распределения Вейбулла, рассчитываем интегральную функцию Q(x) в Excel:
Q(х)вейбулл = 1-EXP(-1*((G5-$C$56)/$E$56)^$E$55) 

и т.д. для остальных интервалов. 
4. Используя полученные данные для Q(x) и заданное число наблюдений n = 50, рассчитываем теоретическую частость попадания в данный интервал Ei:

E1 = n (Q(х1) – Q(х0)) = 50*(0,0364340 - 0) = 1,8216994;

E2 = n (Q(z2)– Q(z1)) = 50*(0,1575046 - 0,0364340) = 6,0535329 и т.д. 

Расчетная формула для верхней строки Ei  листа Excel:
Ei =  $C$59*(H5-H4).
5. Аналогично процедуре расчета для Гауссовского распределения находим (в Excel) значения χi2  и критерий согласия Пирсона χ2  (см. файл «Расчет Вейбулл» или рис. 3). 
Ручной расчет можно провести по формуле (данные взяты из рис.3)
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6. Число степеней свободы (для Вейбулла r = 3):  ν = k – r – 1 = 7 – 3 – 1 = 3. Считаем, что уровень значимости задан равным α = 0,05.
5. Рассчитываем в Excel  плотность распределения q(x)вейбул . Расчетная формула (5) в Excel для верхней строки на рис. 3:

q(x)вейбул  = $E$55/$E$56*((I5-$C$56)/$E$56)^($E$55-1)*EXP(-1*((G5-$C$56)/$E$56)^($E$55))

Используя данные столбцов q(x)вейбул  , номер интервала, середина интервала в одних координатах строим графики  плотностей распределения q(x)вейбул , q(x)гаусс  и частости попадания в интервал qi(x) как на  рисунке 4. Соответствующая таблица для построения распределений, составленная по рис. 3, приведена ниже. 
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Рис. 4
Таблица для построения распределений
	Номер интервала
	Середина интервала
	Относительная частость qi(x)
	Плотность распределения q(x) гаусса
	Плотность распределения q(x) вейбулла

	1
	21,7857
	0,010566
	0,00663215
	0,0045152

	2
	29,35714
	0,021132
	0,01570255
	0,0148715

	3
	36,92857
	0,0132075
	0,02626899
	0,0215008

	4
	44,5
	0,0343396
	0,03105096
	0,0222483

	5
	52,0714
	0,0290566
	0,02593377
	0,0182097

	6
	59,6428
	0,0158491
	0,01530438
	0,0122134

	7
	67,21428
	0,0079245
	0,00638147
	0.0068158


Анализ результатов

Оценим возможность принятия для наших опытных данных закона Гаусса или закона Вейбулла.
Для закона распределения Гаусса в результате расчетов получено:
· χ2 гаусс расч = 4,296; 

· число степеней свободы:  ν = 4;
· α = 0,05.

Из таблицы 4 (файл «хи квадрат») видно, что 
χ2 гаусс расч = 4,296  ≤ χ2табл = 9,5



(а)

при заданном уровне значимости α = 0,05. Так как расчётное значение критерия согласия меньше табличного, то делаем вывод, что опытные данные не противоречат выбранному закону распределения Гаусса.
Таблица 4. Критические точки распределения χ2
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Рисунок Ошибка! Текст указанного стиля в документе отсутствует..1
Для закона распределения Вейбулла в результате расчетов получено:

· χ2вейбулл расч = 6,66;

· число степеней свободы:  ν = 3;

· α = 0,05.

Из таблицы 4 видно, что 
χ2вейбулл расч = 6,66  ≤ χ2табл = 7,8


(б)

при заданном уровне значимости α = 0,05. Так как расчётное значение критерия согласия меньше табличного, то делаем вывод, что опытные данные не противоречат и закону распределения Вейбулла.

Сравнение неравенств (а) и (б), а также графиков распределений на рис. 3 показывает, что закон распределения Гаусса в данном случае лучше подходит для описания опытных данных, чем закон распределения Вейбулла.
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